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I razred

. Odrediti najmanju mogucu vrijednost izraza
a® + 5b* 4+ 8¢* — 4ab — 4bc — 8¢ + 24
pri ¢emu su a, b, c € R, te odrediti a, b, c za koje se ta vrijednost dostize.
. U skupu N rijesiti jednadzbu
y? = 2% — dpx + 3p?,
gdje je p prost broj.

. U pravouglom trouglu AABC' duzina hipotenuze |AB| = ¢, a katete |[AC| = 2c. Naci udaljenost
vrha C' od kruznice upisane tom trouglu.

. Zadano je 2021 cijelih brojeva ai, as, ..., as2. Dokazati da se moze odabrati nekoliko od njih
¢iji je zbir kvadrata djeljiv sa 2021.
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Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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IT razred
1. Date su kvadratne funkcije
y=xz>—mz+m-—1,
y =12 —2x+m.
a. Odrediti one realne vrijednosti parametra m za koje ove funkcije imaju jednake minimume.
b. Za nadenu vrijednost parametra m rijesiti sistem nejednadzbi
> —mx+m—1<0,
2 — 2z +m > 0.
2. Koliko rjesenja ima jednadzba
r — 2021{z} = 2021
u skupu R, gdje je {z} = x — |x], a |z]| najvedi cijeli broj koji nije ve¢i od z7
3. Duz AB je duza stranica pravougaonika ABCD. Okomica iz vrha B na dijagonalu AC sijece

pravac AD u tacki F, a kruznica sa centrom A koja prolazi kroz tacku B sijec¢e duz C'D u tacki
F. Dokazi da su pravci AF i EF medusobno okomiti.

4. Na list papira oblika pravougaonika 21 cm x 30cm, Nespretnjakovié¢ je prolio tus tako da je
ukupna povrsina svih mrlja jednaka 1007 cm?. Dokazati da postoje dvije tacke u ¢istom dijelu
pravougaonika koje su simetri¢ne u odnosu na jednu osu simetrije pravougaonika.
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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ITT razred

. Rijesiti jednadzbu
1

25108;0,2 (sin2 z+5sin x cos :c+5) _ =

. Odrediti tri zadnje cifre broja 292921,

. U ¢etvreouglu ABC'D date su stranice |AD| = a i |BC| =b (a > b), kao i dijagonale |AC| =
|BD| = Va2 + ab + b?. Izraziti u funkciji od @ i b duzine stranica |AB| i |CD| i odrediti uglove
nalegle na stranicu AB ako se zna da su oni jednaki.

. Dokazati da svaki konveksni 21-ougao ima dvije dijagonale koje zaklapaju ugao ne veéi od 1°.
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IV razred

. Uglovi trougla «, i~ su tri uzastopna ¢lana aritmetickog niza. Izrac¢unati njihove vrijednosti
ako je

3+3

sina 4 sin  + siny = 5

. . . £10105_ .
. Dokazati da je broj 55202—1_11 slozen.

. Ako je neki ¢etverougao i tangentni i tetivni dokazati da je njegova povrsina jednaka kvadratnom
korijenu iz proizvoda njegovih stranica.

. Na okruglom stolu radijusa 25 se nalazi manje od 144 okruglih nov¢ic¢a radijusa 1. Dokazi da
se na sto moze postaviti bar jo§ jedan novcié, tako da on ne pokriva ni djelimi¢no nijedan od
prethodnih novéica.
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RJESENJA ZADATAKA



I razred

Zadatak 1. Odrediti najmanju mogucéu vrijednost izraza

a® 4+ 5b* 4+ 8¢* — 4ab — 4bc — 8¢ + 24
pri cemu su a,b,c € R, te odrediti a,b, c za koje se ta vrijednost dostize.
RjeSenje. Uocdimo da zadani izraz mozemo transformirati na sljede¢i nacin:

a?® + 5b% + 8¢* — 4ab — 4bc — 8c + 24 a® — dab + 4b%) + b* + 8¢ — 4bc — 8c + 24

(
= (a—2b)* +b* +8c® — 4bc — 8c + 24
(a —2b)* + (b* — 4bc + 4¢®) + (4¢* — 8c +4) + 20
= (a—2b)*+ (b—2¢)* + (2¢ — 2)* + 20.
Zbog (a —20)2 >0, (b—2¢)2 > 01 (2¢c — 2)? > 0, slijedi
(a—2b)* + (b —2¢)* + (2c — 2)* + 20 > 20,

Sto znaci da je najmanja moguca vrijednost zadanog izraza 20.
Izraz poprima vrijednost 20 u slu¢aju da su svi kvadrati jednaki nuli, odnosno

a—2b=b—2c=2c—2=0
to jest a =4,0=2,c=1.
Napomena: Umjesto nadopunjavanja na potpun kvadrat, moze se koristiti A — G nejednakost:
a® + 4b* > 4dab, b* 4+ 4¢% > 4be, 4¢* + 4 > 8,
odnosno

a® + 5b% + +8¢% — 4ab — 4bc — 8¢ + 24 > 4ab + 4bc + 8¢ — dab — 4bc — 8¢ + 20 = 20.



Zadatak 2. U skupu N rijesiti jednadzbu
y? = a® — dpx + 3p?,
gdje je p prost broj.
Rjesenje. Datu jednadzbu mozemo napisati u obliku (x — 2p)? — y* = p?, a zatim
(x=2p—y)(x—2p+y) =p"
S obzirom da je p prost broj imamo faktorizaciju p?> = 1-p- p, $to nam daje sljedeée tri moguénosti:
L (z=2p—y=1)A(x—2p+y=0p?
2. (x—=2p—y=pH)A(z—2p+y=1)
3. (x—=2p—y=p)A(z—2p+y=p)
Rjesavanjem prvog sistema jednadzbi dobijamo

p?+4p+1 p?—1
Tt Y= (1)

Zap # 2sup?+4p+11ip?— 1 parni brojevi, te dobijamo prirodne brojeve x i y. Dakle imamo ova
rjeSenja u skupu prirodnih brojeva

e = (FEEEES) v (2

Iz drugog sistema jednadzbi dobijamo 2y = 1 — p?, ali 1 — p? < 0, pa y nije prirodan broj. To znaéi
da drugi sistem nema rjesenja u skupu prirodnih brojeva.

Iz treceg sistema jednadzbi dobijamo x = 3p, y = 0, pa s obzirom da 0 nije prirodan broj, ni ovaj
sistem nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva.

Na osnovu svega ovoga zaklju¢ujemo da je rjeSenje polazne jednadzbe dato sa (2), tj.

(z,y) = (%, pQT_1>, gdje je p prost broj i p # 2.



Zadatak 3. U pravouglom trouglu AABC duZina hipotenuze |AB| = ¢, a katete |AC| = gc. Naéi

udaljenost vrha C od kruznice upisane tom trouglu.

RjesSenje.

Udaljenost vrha C' od kruznice upisane u trougao ABC' je jednaka udaljenosti vrha C' od tacke F
koja je presjek upisane kruznice i simetrale ugla <BCA = 90°. Ako su D i F' dodirne tacke kruznice
i katete, onda je ¢etverougao C'FSD kvadrat. (Duzine tangenti iz jedne tacke na istu kruznicu su

jednake.) o
Dijagonala kvadrata je duz SC'i vrijedi

1SC| =rV2,
|ICE|=rV2—r=r(vV2-1).
Duzina katete a = BC je

3 9 16
BOl = — =2 (2= L 2_ 22
|BC| = ¢ c (50) € =5t = 5C
) 4
ajea=—c
pa] 5
L . . : a+b—c :
Polupre¢nik upisane kruznice u pravouglom trouglu je dat sa r = — pa je
. %c—i—gc—c:%:lc
2 2 5 7

1
to jest r = SC' Dakle,



Zadatak 4. Zadano je 2021 cijelih brojeva aq,as, . .., asg. Dokazati da se mozZe odabrati nekoliko
od njih ¢iji je zbir kvadrata djeljiv sa 2021.

RjeSenje. Posmatrajmo sume
2 2, 2 2, 2, 2 2, 2 2
ay, aj+a;, aj+ay+az, ... aj+ta;+...05:.

Ovakvih suma ukupno ima 2021. Ukoliko neka od njih daje ostatak 0 pri dijeljenju sa 2021, dovoljno je
uzeti tu sumu i zadatak je rijeSen. Ukoliko niti jedna gornja suma nije djeljiva sa 2021, onda one daju
neke od ostataka: 1,2,...,2020, kojih ima 2020. No, gornjih suma ima 2021, tako da neke dvije daju
isti ostatak k € {1,2,...,2020} pri dijeljenju sa 2021. Pretpostavimo da su m,n € {1,2,...,2021}
takvi da je

ai+ay+ ...+ a2, = k(mod 2021)
a?+a3+...+a’ = k(mod 2021).

Bez umanjenja opcenitosti pretpostavimo da je m < n. Tada je

2

(a%+ag—|—...+ai)—(a%#—a%—{—...%—afn):afn+1+ai+2+...—|—an

djeljivo sa 2021, i to je trazena suma.



IT razred

Zadatak 1. Date su kvadratne funkcije

y=a>—mzr+m-—1,

y=a>—2x+m.
a. Odrediti one realne vrijednosti parametra m za koje ove funkcije imaju jednake minimume.

b. Za nadenu vrijednost parametra m rijesiti sistem nejednadzbi
> —mz+m—1<0,

22— 2x+m > 0.

RjeSenje.
a. UoCimo da su obje kvadratne funkcije, zbog a = 1 > 0, konveksne. Dakle, svoju minimalnu
b
vrijednost dozivljavaju u tjemenu parabole kojeg nalazimo pomocu formule T° (—2—, —4—) . Dis-
a a

kriminanta prvog kvadratnog trinoma je
Dy = b2 —dajc; = m?® —4(m — 1) =m? — 4m + 4,
a drugog
Dy = b3 — dagcy = 4 — 4m.

Realne vrijednosti parametra za koje funkcije imaju jednake minimume, prema tome, dobijamo
iz uvjeta

__:__<:>D1:D2<:>m2—4m—|—4:4—4m<:>m:0.

b. Sistem nejednadzbi:
?—mr+m-—-1 < 0,

2 —2x+m > 0,
za vrijednost parametra m = 0 poprima formu:

-1 < 0,
22 =2 > 0.

Nule odgovarajuée jednadzbe pridruzene prvoj nejednadzbi su z35 = £1, a = 1 > 0, pa je
rjeSenje prve nejednadzbe Ry : # € (—1,1). Analogno, nule odgovarajuce jednadzbe pridruzene
drugoj nejednadzbi su z; = 0,29 = 2, a = 1 > 0, pa je rjeSenje druge nejednadzbe Ry : = €
(—00,0) U (2, +00). Kona¢no rjesenje dobijamo kao presjek rjeSenja Ry i Rs

R=FRNRy:z e (—1,0).
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Zadatak 2. Koliko rjesenja ima jednadzba
z — 2021{z} = 2021
u skupu R, gdje je {z} = x — |x]|, a |x| najveéi cijeli broj koji nije veéi od x?

RjeSenje. Zbog 0 < {z} < 1 jasno je da sva rjeSenja x mogu biti samo u intervalu [2021,4042).
Uvedimo smjenu x = 2021 + ¢. Tada vazi {x} = {t}, pa se pocetna jednadzba svodi na t = 2021{¢},

gdje t € [0,2021). Iz zapisa t = [t] + {t} dobijamo [t| = 2020{¢}, tj. {t} = %. Kako |t| moze

uzimati vrijednosti 0,1,2,...,2020, za svaku od ovih mogu¢nosti dobit ¢emo jednoznac¢no odredenu
vrijednost {t}, sa izuzetkom slucaja |[t] = 2020. Naime, tada bi slijedilo {t} = % = 1, §to je

nemoguce zbog zahtjeva 0 < {t} < 1. Prema tome, zaklju¢ujemo da dobijena jednadzba ima ukupno
2020 rjeSenja po t (to su: 0,1+ ﬁ, 2+ ﬁ, 3+ ﬁ, ..., 2019 4 %), pa i polazna jednadzba ima
ukupno 2020 rjesenja.
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Zadatak 3. DuZ AB je duZa stranica pravougaonika ABCD. Okomica iz vrha B na dijagonalu
AC sijece pravac AD wu tacki E, a kruznica sa centrom A koja prolazi kroz tacku B sijece duZ CD u
tacki F. Dokazi da su pravei AF i EF medusobno okomiti.

RjesSenje.

Neka je |[AB| = a i |AD| = b. Trouglovi EAB i ABC su sli¢ni pa vrijedi
|EA|: |AB| = |AB|:|CB|,

to jest
|AB]*>  a®

|\BC| b
Kako je |AF| = |AB| = a, iz pravouglog trougla AF D imamo

EA| =

IDF|? = |AF|? — |AD|* = a®> — 1* |

Iz pravouglog trougla £ DF imamo da je

2

|EF|? = |ED[? + |DF|? = (|[EA| - |AD|)* + [DF|* = (°- -

2 b)? +a* —b*,

12



odakle nakon sredivanja dobijamo da je

4

|EF|? = 2_2 —a?.
4 4
Dakle, |EF|* 4+ |AF|? = Z—2 —a*+ad’ = Z—2 = |EA|?. Prema tome, trougao EAF je pravougli, pa je

AF1FEF.

13



Zadatak 4. Na list papira oblika pravougaonika 21 cm x 30 cm, Nespretnjakovié je prolio tus tako
da je ukupna povrsina svih mrlja jednaka 100w cm?. Dokazati da postoje dvije tacke u cistom dijelu
pravougaonika koje su simetricne u odnosu na jednu osu simetrije pravougaonika.

Rjesenje. Odaberimo jednu osu simetrije pravougaonika i preslikajmo sve mrlje simetri¢no u
odnosu na tu osu. Povrina zamrljanog dijela ¢e se povecati, ali neée biti ve¢a od 2 - 100m cm? <
628,32 cm?. Bududi da je povriina pravougaonika jednaka

P =21-30 =630 cm?,

to ¢e uvijek ostati bar 1,68 cm? ¢iste povrgine. Taj dio je simetrican u odnosu na posmatranu osu
simetrije, pa u njoj postoje dvije tacke koje su simetricne u odnosu na tu osu simetrije.
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ITT razred

Zadatak 1. Rijesiti jednadzbu

25log072 (sin2 z-+5 sin x cos x+5) _ l

=5

RjesSenje. 1z
1
logabzlog;g, 0<a#1,b>0,

vrijedi
L2 ~ 1 21 in? 2+5si +5 1
2510g0‘2(sm :c+5sm:ccos:c+5) — - &5 og% (sm TTOSIMT COST ) — s
9 9
5log%(sin2 z+5 sinxcosx+5>2 _ 1 PN 510%5 (sin2 z+55iizcosz+5)2 _ 17
9 9
pa je
1 1
sin?z + 5sinz cosx + 5 3
Prvi slucaj
sinz 4+ 5sinzcosz +5 = —3 < sin?z + 5sincosz + 8 = 0 < 9sin® +5sinz cosz + 8cos’ z = 0,

posljednju jedna¢inu podijelimo sa cos? z, dobijamo
9tanz + Stanz + 8 = 0,

uvodimo smjenu tanz = t, pa je 9t2 + 5t + 8 = 0, jednacina nema realnih rjegenja.
Drugi slucaj

sinz + 5sinzcosz +5 =3 < sin?z + 5sincosz 4+ 2 = 0 < 3sin? +5sinz cosz + 2cos’z = 0,
posljednju jednacinu podijelimo sa cos? , dobijamo
3tanz + Stanz + 2 = 0,

uvodimo smjenu tanxz = t, pa je

3t +5t+2=0,
i
—-5+1
tl/gz 6 .
Sada je
[ tanx = —liz=—% +km ke’
11 tanxz—%ix:arctan%z—i—km, k e Z.
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Zadatak 2. Odrediti tri zadnje cifre broja 292021,

Rjesenje.
PRVI NACIN Posljednje tri cifre dobit ¢emo kad nademo ostatak pri djeljenju datog broja sa 1000.
To mozemo odrediti koristeé¢i ra¢un kongruencija po modulu 1000.

29% = 841(mod 1000)
29* = (29%)% = 8412 = 281(mod 1000)
29° = 29*.29 = 281 - 29 = 149(mod 1000)

29'% = (29°)? = (149)* = 201(mod 1000)
297 = (29'%)* = (201)* = 401(mod 1000)
29% = (29°°)* = (401)* = 801(mod 1000)
29°% = (29") - 29" = 801 - 201 = 1(mod 1000).

Dakle 29%° — 1 je djeljivo sa 1000.
Do tog zakljucka se moglo do¢i i na drugi nacin, koriste¢i rastavljanje izraza x°° — 1 na faktore (gdje
je © = 29).

W 1=@®+1D@*®-1)
= @B+ D@ - +2 + 22+ o+ D@ + 2P 420 25 +1).

Dalje vrijedi 292021 = 29504021 — (2950)40. 9921 ' pa imamo
202021 = (20°9)40. 292! = 10 297! (mod 1000),
tj.
292921 = 297! (mod 1000).

Ostaje jos da odredimo 29%' = 29% . 29 = 401 - 29 = 629 (mod 1000).
Prema tome dobili smo 292°?! = 629 (mod 1000), pa su posljenje tri cifre 629.

Napomena: MoZe se pozvati i na Eulerovu teoremu, na osnovu koje je 299199 =1 (mod 1000). S
obzirom da je ¢(1000) = 400, to nas dovodi do zakljutka 292921 = (29109)5 . 2921 = 292! (mod 1000).

DRUGI NACIN Koristeé¢i binomni obrazac dobijamo

2021
2021
292021 — (_1 + 30)2021 — Z ( k )(_1)2021—I€ . 30]€

k=0
= —1+30-2021 — 900 - 2021 - 1010 + - - - + 30202
= —1+ 60630 + 1000 - N = 60629 + 1000 - N,

za neki prirodan broj N, a svi neispisani sabirci sadrze faktor 30%, gdje je

k > 3, pa su sigurno djeljivi sa 1000.
Prema tome zaklju¢ujemo da su posljenje tri cifre 629.
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Zadatak 3. U cetvreouglu ABCD date su stranice |AD| = a i |BC| =0 (a > b), kao i dijagonale
|AC| = |BD| = va? + ab+ b?. Izraziti u funkciji od a i b duZine stranica |AB| i |CD| i odrediti

uglove nalegle na stranicu AB ako se zna da su oni jednaki.

Rjesenje.

Neka je |AB| = z i |CD| = y. Po pretpostavci zadatka je |AC| = |BD| = Va? + ab — b?. Neka je
tacka M podnozje visine h spuStene iz tjemena D na stranicu AB i neka je tacka N podnozje visine
spustene iz tjemena C na stranicu AB. Neka je AM = pi NB = q. Koriste¢i jednakost dijagonala i
kosinusnu teoremu primijenjenu na trouglove ABC' i ABD dobijamo da je

d=|AC| = |BD| =+Va?+ ab+ V?,

d* = 2% +b* — 2zbcos a,
d* = a® 4+ 2* — 2axcosa .
Dakle, a® — b* = 2z(a — b) cos a, odnosno

a+b
2cosa

a+b=2xcosa < x =

Kako je iz trougla AMD jasno da je p = acosa i h = asina, to iz trougla BDM primjenom
Pitagorine teoreme dobijamo

(x —p)* +10* =,
odnosno
a+b
2cos

—acosa)? + (asina)? = a® + ab + b?,

(

17



(a+0b)?

_ 9 2
dcosta +2ab+ %,
1
cos’av = — .
4

1 1
Dakle, cosa = ia Dolazi u obzir samo rjeSenje cosa = 2 jer bi za drugo rjeSenje imali da je

x = —(a + b) §to je nemoguce. Prema tome, o = 60°. Dalje je
__afh =zr=a+b
T 9cos60e T ’
h = asin60° = a\/§7
2
W3 a b
v = 2 ’ p - 27 q — 2 .
Konstruigimo duz PC| paralelno sa AB. Tada je
a+b

|PC| = |MN|=2z—-p—q< |PC|= ) ‘PD‘:h—U:\/Tg(&—b).

2

Iz trougla PCD je
y* = (h—v)* +|PCP,

1
Y’ = Z(4a2 — 4ab + 4b*) = a* — ab + b* .

Dakle, y = va? — ab + b

18



Zadatak 4. Dokazati da svaki konveksni 21-ougao ima dvije dijagonale koje zaklapaju ugao ne vecs
od 1°.

RjeSenje. Broj dijagonala u 21-ouglu je jednak

21-(21—-3) 21-18
2 2

= 189.

Ukoliko su neke od tih dijagonala paralelne, tada one grade ugao od 0°, pa je tvrdnja zadatka
trivijalno zadovoljena. Pretpostavimo da nikoje dvije dijagonale nisu paralelne. Dijagonale 21-ougla
mozemo paralelno pomijerati tako da sve one prolaze istom tackom. U tom slucaju one dijele ravan
na 189 - 2 = 378 uglova, pa je nemoguce da niti jedan od njih nije manji od 1°, jer bi tada puni ugao
iznosio vise od 360°.
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IV razred

Zadatak 1. Uglovi trougla o, 5 @~ su tri uzastopna clana aritmetickog niza. Izracunati njihove
vrijednosti ako je

34+v3

sina +sin 8+ siny = 7

Rjesenje. Kako su «, i~ tri uzastopna c¢lana aritmetickog niza to vrijedi § —a=v— 0 < 26 =

v+ «a, pa je N
_ar7
B = 5

Imajuc¢i u vidu posljednju jednakost i o 4+ 3 + v = 180°, dobijamo

a+ﬁ+fy:180°<:>a+a7ﬂ+7:1800@3a+3fy:3600<:>a+7:1200,

pa je B = 60°.
Iz uslova zadatka sin o + sin 8 + siny = 3+2‘/§ isinx 4 siny = 2sin %ﬂ cos %%, dobijamo

3 3 - 3 3
—i_z\/_<:>2sin04_2|—7(:osa2 7—|—sinﬁ: +2\/_.

sina +sin f +siny =

Kako je sin 3 = sin 60" = */73 te a +v = 120°, sin a—;r'y = sin 60° = ‘/75, vrijedi dalje

2sinoz2 coS 5 +sinfg = 5 <:>2-7~cos 5 = < cos =5

+7  a-—~ 3+/3 V3 a—7+i§ 3+3 a—v V3
2

pa je
a—y
2
medjutim imajuéi u vidu da su « i v uglovi trougla, te da vrijedi 8 = 60° imamo o — v = £60°.
Posto je a + v = 120°, dobijamo sisteme

= 430° + 2k7, k € Z,

at+vy=120" | |a+vy=120°
i
a— v =60 a—v=—60

¢ija su rjeSenja:
prvo a; = 90°, B; = 60°, v; = 30° i drugo an = 30°, By = 60°, v, = 90°.
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Zadatak 2. Dokazati da je broj 5;)120012;15_’11 slozZen.
RjeSenje. S obzirom da je
510105 _ | _ (52021)5 1= (52021 _ 1) ] (58084 | 50063 | 54042 | 52021 1)

1mamo

510105 _ 1

a — 58084 + 56063 4 54042 + 52021 +1.

= 2020 _q

52021

Ako stavimo = x, dobijamo

a=xt+2*+ P+ +1= (m2+3x+1)2—5x(x2—|—2x+1)
= (2 4+ 32 +1)° =552 (¢ 4 1)
= (2" + 3z + 1)2 — 5202 (1 4 1)
= (" + 3z + 1)2 — (5" (z + 1))2
=2 +3z+1-5""z+1)  (®+3z+1+5""(z+1)).

Otuda slijedi da je

a = (54042 +3. 52021 +1-— 53032 o 51011) . (54042 +3. 52021 414+ 53032 + 51011)

slozen broj.
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Zadatak 3. Ako je neki cetverougao i tangentni i tetivni dokazati da je njegova povrsina jednaka
kvadratnom korijenu 1z proizvoda njegovih stranica.

RjesSenje.

Neka je ¢etverougao ABC'D i tetivni i tangentni. Tada je

O+ g

a+v=180° &
at+c=b+dea—d=b—ce(a—d?—(b—c)?=0.
Na osnovu kosinusne teoreme primijenjene na trouglove ABD i BC'D imamo da je
|BD|? = a® + d* — 2ad cos «
|BD|? = b* + ¢* — 2bccosy

pa je
a’ +d® —b? — ? = 2ad cos a — 2bc cos y
(a —d)* — (b—¢)* 4 2ad + 2bc = 2(ad cos & — bccos )
ad — bc = adcosa — bccosy .
Kako je

Paapep =P = %adsinoz + %bcsinfy ,
odnosno 2P = adsin « 4 besiny, to je
4P? + a*d® + b*c® — 2abed = a*d® + b*c* — 2abed cos(y + a),
4P? = 2abcd[1 — cos(a + )],

P? = abed sin® aty .

aty 90°, to je P? = abed, odnosno

P = +Vabcd .

Kako je

22



Zadatak 4. Na okruglom stolu radijusa 25 se nalazi manje od 144 okruglih novcica radijusa 1.
Dokazi da se na sto moze postaviti bar jos jedan novcic, tako da on ne pokriva ni djelimicno nijedan
od prethodnih novcica.

RjeSenje. Neka je broj nov¢i¢a n (n < 144). Centri novéi¢a se nalaze u krugu radijusa 24 (tako
da dijelovi nov¢i¢a ne bi prelazili preko stola). Oko svakog novéi¢a opisimo "pojas" duzine 1 (tako
da sa nov¢i¢em zajedno ¢ine krug radijusa 2). Povrsina svih takvih krugova je

P,=mn-2*1 < 144 - 47 = 5767.
Povrsina kruga poluprecnika 24 je jednaka
P, =24 . 1 = 576m.

Imamo dakle da je P, < Py, tako da postoji tacka koja ne pripada niti jednom krugu oko novcica.
U tu tacku mozemo staviti centar novog novcica, i ovo nece dovesti do preklapanja, jer novi novci¢
moze maksimalno da sijeCe zamisljeni pojas oko novc¢i¢a. Taj novci¢ takoder nece prelaziti preko
stola, jer se njegov centar nalazi u dijelu stola poluprec¢nika 24.
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