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Zehri i Senadi



Predgovor

Savremeni pristup obradi odredenih matematickih sadrzaja u primijenjenim naud-
nim disciplinama, posebno u slucéaju ekonomije, zahtijeva veliki stepen simbioze
teorijske komponente i komponente primjene u praksi. Nakon $to se u jednoj
cjelini uvedu osnovni matematicki pojmovi, glavne tvrdnje i metodi, neophodno je
pristupiti njihovoj adekvatnoj primjeni u ekonomskoj praksi. Na taj nac¢in bi ¢i-
taoci osjetili razloge izucavanja uvedenih teorijskih osnova i samim tim bi prestala
potreba za pitanjima tipa: ”Cemu ovo sluzi, odnosno zbog ¢ega ucimo ove stvari
iz matematike?”. Novi programski sadrzaji predmeta Matematika za ekonomiste
kako na Ekonomskom fakultetu Univerziteta u Biha¢u tako i na ostalim javnim
univerzitetima u Bosni i Hercegovini, posebno u Tuzli, Mostaru i Sarajevu, up-
ravo su i koncipirani na ovaj nacin - da se nakon teorijskih osnova uvode primjeri
primjene u ekonomskoj praksi. Ova knjiga je poku$aj, nadamo se i uspjesan, da
se to i ostvari i tako studentima znatno olaksa prihvatanje novog gradiva, te da se
izbjegne suhoparnost matematickih udzbenika koji su oskudijevali primjerima iz
prakse.

Nastojali smo da izbjegnemo isuvise precizan pristup u obradi matematickih
sadrzaja, ali da ipak sve bude korektno napisano, posebno ponekad izbjegavajuci
precizne definicije koriste¢i opisni na¢in njihovog uvodenja. Vetinu tvrdnji smo
naveli bez dokaza (osim njih nekolicine), nastoje¢i da izbjegnemo bespotrebno
opterecivanje studenata matematickom teorijom, ali smo zato skoro u svakoj sekciji
naveli po jedan ili vise odgovarajuc¢ih primjera primjene obradenih matematickih
sadrazaja u ekonomskoj praksi. Skoro na kraju svake sekcije navedeni su zadaci
za samostalan rad kako bi studenti mogli adekvatno da savladaju predeno gradivo
i da se §to bolje pripreme za ispit.

Knjiga Matematika za ekonomiste ima sedam poglavlja. U prvom poglavlju
obradeni su osnovni elementi matri¢nog racuna i sistemi linearnih algebarskih
jadnedzbi, a kao oblici primjene u ekonomiji navedeni su: model trzisne ravnoteze,
model nacionalnog dohotka i input-output (medusektorska) analiza. U drugom
poglavlju razmatraju se realne funkcije jedne realne varijable, posebno sve ele-
mentarne funkcije i njihove osobine, kao i primjena funkcija u ekonomiji: funkcija



potraznje, funkcija ponude, funkcija trogskova, te funkcije prihoda i dobiti (i nji-
hove glavne karakteristike), a na kraju su razmatrani nizovi, op¢enito, a onda i
posebno: aritmeticki i geometrijski niz, te pojam grani¢ne vrijednosti niza. Pred-
metom izucavanja u tretem poglavlju je diferencijalni ra¢un funkcija jedne varijable
i primjena u ekonomiji (posebno grani¢ne funkcije, optimizacija i elasti¢nost). U
okviru cetvrtog poglavlja razmatran je diferencijalni rac¢un funkcija dvije i vise
varijabli i njegova primjena u ekonomiji. Integralni ra¢un (neodredeni i odredeni
integral) razmatrani su detaljno u petom poglavlju i, naravno, primjena integralnog
rac¢una u ekonomiji. U posljednja dva poglavlja razmatrani su metematicki modeli
u ekonomiji: kontinuirani, u obliku diferencijalnih jednadzbi, i diskretni, u obliku
diferentnih jednadzbi. Ovi posljednji su bitna novina na nagim prostorima u litera-
turi ovakve namjene, a sadrze niz zanimljivih primjera iz ekonomske prakse kao
$to su: izrac¢unavanje kamate na stedne uloge, izrada amortizacionog plana otplate
zajma, model paukova mreza, model pregovora menadznenta i radnika i sli¢no.

Nadamo se da ¢e, ovako koncipirana, knjiga Matematika za ekonomiste biti
od koristi studentima pri savladavanju istoimenog predmeta kao i nekih drugih
predmeta s kojima ¢e imati priliku da se susretnu u toku studija.

Recenzentima, emeritusu prof. dr. Huseinu Pasagi¢u i prof. dr. Tihomiru
Hunjaku, najiskrenije se zahvaljujemo na ulozenom trudu i korisnim sugestijama
koje su doprinijele kvalitetnijem izgledu ove knjige.

Duboko smo svjesni, naravno, ¢injenice da postoje i neki propusti u pisanju ove
knjige, te se unaprijed zahvaljujemo svim pazljivim ¢itaocima na argumentiranim
primjedbama koje mogu poslati na mail adrese: mehmed.nurkanovic@untz.ba i
omer.kurtanovic@hotmail.com.

Tuzla - Biha¢, juni 2013. godine Autori
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Poglavlje 1

Matri¢éni racun i sistemi
linearnih algebarskih jednadzbi

1.1 Matrice i determinante

1.1.1 Pojam matrice

Promatrajmo mjesec¢ne prikaze prodaje razli¢itih tipova automobila na razlic¢itim
prodajnim mjestima za mjesece oktobar i novembar:

| [A1]A2]A3]A4] | JAL[A2[A3[A4]
P1] 20| 15| 9 | 10 PL| 15|12 | 7 8
P2 15|10 | 6 5 P2 16 | 8 3 2
P3| 5 3 2 4 P3| 6 2 1 2
Tabela 1.1 - Oktobar Tabela 1.2 - Novembar

Uocavamo da su tabele veoma pregledne i da iz njih precizno mozemo ustanoviti
koliko je kojeg tipa automobila (A1, A2, A3, A4) prodano na pojedinim prodajnim
mjestima (P1, P2, P3). Vidimo da su nam u vertikalnim kolonama rasporedene
koli¢ine prodatih automobila pojedinog tipa, a da su u horizontalnim redovima
poredane koli¢ine prodatih automobila po prodajnim mjestima. Tako mozemo
procitati da su nam u prvoj koloni (za oktobar i novembar, redom) sljedeéi podaci

20 15
15 1 16
) 6



1. Matri¢ni racun i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

a da su, recimo u drugom horizontalnom redu (za oktobar i novembar, redom)
sljedeci podaci
15 10 6 5
i
16 8 3 2

Naravno, u praksi se susre¢emo sa znatno ve¢im tabelama, tj. s vetim brojem
vertikalnih kolona i horizontalnih redova i to za svaki od 12 mjeseci u godini. Rad
s tako velikim brojem podataka je danas znatno olaksan upotrebom rac¢unara.
No, operateru koji radi s ovakvim tabelama ¢esto nisu potrebni prvi red horizon-
talno (s podacima o tipovima automobila) i prva kolona vertikalno (s podacima
o prodajnim mjestima) u tabeli, jer ih obi¢no znaju "napamet”. Dakle, oni bi se
sigurno dobro snagli i s podacima iz ovih tabela ako bismo izbrisali horizontalne
i vertikalne linije, kao i objasnjenja o tipovima automobila i prodajnim mjestima.
Drugim rije¢ima, ¢ak i ovakav raspored podataka za oktobar i novembar

20 15 9 10 15 12 7 8

15 10 6 5 16 8 3 2

5 3 2 4 6 2 1 2 (1.1)
Tabela 1.1A Tabela 1.2A

bi njima bio razumljiv i praktican za manipulaciju. Pogotovo takav raspored po-
dataka je prakti¢an za unos u ra¢unar i manipulaciju tim podacima. Jedino, kako
ne bi pri bliskom zapisivanju susjednih tabela doslo do mijesanja njihovih po-
dataka, podatke iz (1.1) ¢emo, za svaku tabelu posebno, po konvenciji, staviti ili u
malu ili u srednju zagradu i dobiti unutar njih pravougaone sheme brojeva. Ovo
zna¢i da Tabeli 1.1 mozemo jednoznacéno pridruziti sljedetu pravougaonu shemu
brojeva

20 15 9 10
15 10 6 5 |,
5 3 2 4

a Tabeli 1.2 sljedecu pravougaonu shemu

15 12 7 8
6 8 3 2
6 2 1 2

Ovakve pravougaone sheme brojeva zvat ¢emo matricama. Matrice oznacavamo
velikim slovima abecede kao, na primjer, u nasem slucaju:

20 15 9 10 15 12 7 8
A= 15 10 6 5 iB=|16 8 3 2
5 3 2 4 6 2 1 2



1.1 Matrice i determinante

U svakoj od navedenih matrica ta¢no znamo koji se elementi nalaze kako u poje-
dinim kolonama tako i u pojedinim horizontalnim redovima (koje éemo ubuduce
zvati vrstama). Svaki pojedini podatak u matrici nazivamo elementom matrice.
Jasno je da je polozaj svakog elementa date matrice potpuno odreden rednim bro-
jem kolone i rednim brojem vrste u kojima se on nalazi. Tako se, broj 3 u matrici
A nalazi u 3. vrsti i 2. koloni, a u matrici B isti broj se nalazi u 2. vrsti i 3.
koloni. Zbog toga broj 3 iz matrice A mozemo opéenito oznaciti sa azy = 3, dok
ga kao element matrice B mozemo zapisati kao boz = 3. Dakle, prvi broj u indeksu
oznacava redni broj vrste, a drugi broj u indeksu oznacava redni broj kolone u
kojima se element nalazi. Opcenito, matrica moze imati, kao i odgovarajuca joj
tabela, proizvoljan broj vrsta i proizvoljan broj kolona, recimo m vrsta i n kolona.
Za takvu matricu kazemo da je formata m x n. U nagem primjeru matrice A i B
su obje formata 3 x 4.
Sada mozemo dati sljede¢u definiciju matrice.

Definicija 1.1 Matrica A formata m X n je pravougaona shema elemenata a;;
koji su poredani v m vrsta i n kolona.

Elementi a;; su obi¢no realni ili kompleksni brojevi u op¢em slucaju, no kod
nas ¢e oni biti realni brojevi budué¢i da nas zanima primjena u ekonomiji i da se
oslanjamo na odgovarajuce tabele pri formiranju matrice. Opcenito, oznaka a;;
znaci da se element matrice A nalazi u i-toj vrstii j-toj koloni. Matricu A formata
m X n eksplicitno ¢emo pisati u obliku

a1 a2 - Qlp
Gg1 G22 -+ G2
A=| 7 " (1.2)
aml am2 " Omn
ili krace kao
A=layl, (e{l,2,..m},je{l,2,...,n}). (1.3)
Tako imamo, na primjer, da je:
. 1 3 -
- matrica 20 10 formata 2 x 3;
- matrica [ 2 5 -1 7 ] formata 1 x 4;
[0
- matrica | 5 | formata 3 x 1.
9

Matrici formata 1 X n:
[an a2 -+ ain |



1. Matri¢ni racun i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

dat ¢emo 1 naziv matrica vrsta ili vektor vrsta, dok ¢emo matrici formata m x 1:

a1
a21

am1

dati 1 naziv matrica kolona ili vektor kolona.

U specijalnom sluc¢aju, kada je m = n, matrica ima jednak broj vrsta i kolona,
pa se ona tada naziva kvadratnom matricom. Kvadratne matrice igraju vrlo znacaj-
nu ulogu u matri¢nom ra¢unu i njegovoj primjeni u rjesavanju sistema linearnih al-
gebarskih jednadzbi. Zato ¢emo istaknuti neke vazne ¢injenice vezane za kvadratne

matrice.

Za kvadratnu matricu formata n x n krac¢e ¢emo re¢i da je kvadratna matrica reda
n, uz obavezno naglagavanje rijeci "kvadratna”. Koristit ¢emo, u skladu s (1.2),

opceniti zapis kvadratne matrice:

ail a2

a21 Qa2
A p—

Gn1 Aan2

Aln
a2n

ann

U kvadratnoj matrici (1.4) elementi aq1, agg, ..., Gpy, ¢ine glavnu dijagonalu matrice

A, a njihov zbir

TrA = a1 +agg + ... + anp

nazivamo tragom kvadratne matrice A.

Navedimo sada neke specijalne kvadratne matrice. Matricu oblika

ail1 a2 a13
0 az a2
0 0 ass

0 0 O

Aln
a2n
asn

Gnn

tj. kvadratnu matricu ¢iji su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli
nazivamo gornjom trougaonom matricom. Analogno se definira i donja trougaona
matrica kao kvadratna matrica ¢iji su svi elementi iznad glavne dijagonale jednaki

nuli.



1.1 Matrice i determinante

Ukoliko su svi elementi kvadratne matrice jednaki nuli, osim onih na dijagonali,
tj. a;; = 0 za sve ¢ # j, odnosno ako je

[dy O 0 -+ 0
0 do 0 --- 0
0 0 do -+ 0 | (1.6)
| 0 0 0 - d, |
tada matricu nazivamo dijagonalnom matricom. Specijalno, ako je u dijagonalnoj
matrici d; = d # 0 za sve i € {1,2,...,n}, onda matricu nazivamo skalarnom
matricom, a ako je u skalarnoj matrici d = 1, tj.
(1.0 0 -+ 0]
010 0
=001 - 0}, (1.7)
00 0 - 1]

matricu nazivamo jedini¢nom matricom i oznacavat ¢emo je sa [ ili sa I, ako
zelimo naglasiti kojeg je reda (formata).

Osim toga, matricu bilo kojeg formata ¢iji su svi elementi jednaki 0 nazivamo nula
matricom i ozna¢avamo sa O, x,. Tako je nula matrica formata 3 x 2 oblika

00
O3><2 = 00
00

Kod matrica je vazno definirati relaciju jednakosti.

Definicija 1.2 Za matrice A = [a;;] @ B = [bi;] kazemo da su jednake ako su
one istog formata i ako su im odgovarajuéi elementi medusobno jednaki (tj. ako je
aij = bij, za sve i € {1,2,....,m},j € {1,2,...,n}).

Primjer 1.1 Odrediti parametre a,b € R tako da matrice A i B budu jednake ako
je
_|a—=b 3a | —2a+b 2b
A_[a—l-b 1]’B_[ 5 1]

Rjesenje. Prema definiciji jednakosti dviju matrica slijedi, posto su one istog
formata, da mora biti

a—b = —-2a+0D,
3a = 2b,
a+b = 5.



1. Matri¢ni racun i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

4. Dat je sistem jednadzbi
3r1+ 29 —x3+24 = 5
201 —3x2 4+ 223 — 224 = -1
$1—2$2+6£B3—$4 =
3r1 — 510 +8x3 —3x4 = 3.

Ispitati saglasnost datog sistema i u slu¢aju saglasnosti rijesiti ga proizvoljnim
metodom.

5. Dat je sistem jednadzbi

5x1 — 8xo 4+ 1023 — by = 2
2:1,‘1 — 3IL‘2 + 21‘3 - 21‘4

T — 229 + 623 — x4

I
|
—

3.%'1 — 5.%2 + 8.%3 — 3.%4 =

Ispitati saglasnost datog sistema i u slu¢aju saglasnosti rijesiti ga proizvoljnim
metodom.

6. U ovisnosti o realnom parametru a diskutirati rjesenje sistema jednadzbi

r1+x2t+ary = a’
r1+axs+x3 = a
axri+x9+2x3 = 1.
7. Odrediti realni parametar m tako da sistem
r—2y+mz = 0
r+y—2mz = 0

20 +4y+32 = 0

ima netrivijalnih rjesenja.

1.3 Primjene u ekonomiji

Razmotrit ¢emo primjenu matri¢nog ra¢una u rjeSavanju sistema linearnih alge-
barskih jednadzbi u nekim jednostavnijim modelima u ekonomiji: linearni model
trzisne ravnoteze, model nacionalnog dohotka i medusektorski model (input-output
analiza).

48



1.3 Primjene u ekonomiji

1.3.1 Model trziSne ravnoteze

Nejjednostavniji model trzisne ravnoteze je linearni model. Mi ¢emo prvo raz-
motriti model trzisne ravnoteze u slucaju jedne robe, a zatim i vise roba. To
podrazumijeva ispitivanje odredivanja cijene robe na odvojenom trzistu.

Dakle, u slu¢aju razmatranja jedne robe razmotrimo sljedece varijable: koli¢ina
potraznje robe (Qg), koli¢ina ponude robe (Q;) i cijenu te robe (p). Naravno, na
samom pocetku postavlja se pitanje nametanja uvjeta ravnoteze. Ovdje éemo taj
uvjet oznaciti kao: wvisak potraznje je jednak nuli, tj.

Qa— Qs =0. (1.38)

Pretpostavit ¢emo da su Qg i Qs linearne funkcije cijene p, $to je najjednostavniji
sluc¢aj i upravo to i daje naziv modelu - linearni. Logi¢no je zahtijevati da je po-
traznja opadajuéa funkcija cijene, tj. s porastom cijene p opada interes (kupaca) za
potraznjom te robe na trzistu, tako da na odredenom nivou cijene p* ta potraznja
postaje 0. Takoder, smatrat éemo da je potraznja maksimalna i iznosi neku vri-
jednost a (a > 0) u slucaju kad je cijena p = 0. Linearna funkcija potraznje Qg4 u
ovom sluc¢aju ima oblik

Qd(p):a‘_bpv (a>0ab>0)7

tj. funkcija potraznje ima negativan nagib —b (koeficijent koji stoji uz neovisnu
varijablu p) i presjek s vertikalnom osom u a, v. Sliku TR1.

QdA QSA

Slika TR1: Funkcija potraznje Slika TR2: Funkcija ponude
(linearna) (linearna)

S druge strane, zahtijevat ¢emo da je ponuda rastuca funkcija cijene p, tj. da s
porastom cijene raste i ineteres za ponudom robe na trzistu od strane ponudaca
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1. Matri¢ni racun i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

robe (proizvodaca, odnsono prodavca). Jasno je da se ponudacu isplati nuditi robu
na trzistu tek kad ona dostigne odredeni nivo p;. Zbog toga ¢e linearna funkcija
ponude u ovom slucaju biti oblika

Qs(p):_c+dp7 (C>07d>0)7

c
tj. funkcija ponude ima pozitivan nagib d i presjek s horizontalnom osom u p; = 7

v. Sliku TR2.

Slika TR3: Ekvilkibrijum

Uocimo da je kod obje funkcije neovisna varijabla cijena p i ona je predstavljena
na horizontalnoj osi, dok je funkcija koli¢ine (ponude ili potraznje) predstavljena
na vertikalnoj osi. Ta ¢e praksa ubuduce biti vrlo ¢esta.

Prema tome, matematicka interpretacija linearnog modela trzisne ravnoteze je:

Qd = Q87
Qa(p) = a—bp, (1.39)
Qs (p) = —c+dp.

Odavde se moze dobiti samo jedna jednadzba (s jednom nepoznanicom p):
a—bp=—c+dp,

odnosno
(b+d)p=a-+ec.

Kako je b+ d # 0, jasno je da je trzisna ravnotezna cijena

a-+c
H = . 1.40
P b+d ( )
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1.3 Primjene u ekonomiji

Primijetimo da je p > 0, $to je i logi¢no.
S druge strane, ravnoteznu koli¢inu @) dobijamo ako ravnoteznu cijenu uvrstimo u
drugu ili tre¢u jednadzbu naseg modela (1.39). Tako je

atc —c(b+d)+d(a+c) ad—bc
b+d b+d C b+d

Q=-c+d

Naravno, zahtijevamo da je Q > 0, da bi ovaj model imao ekonomskog smisla. To

znaci da treba da je ad > bc. Na taj smo nacin, uz taj uvjet, dobili jedinstvenu
a+c ad— bc)

b+d b+d
koja se nalazi u prvom kvadrantu koordinatnog sistema (Slika TR3).

tacku trzisne ravnoteze ili trzisni ekvilibrijum: E = (ﬁ, @) = <

Nesto slozeniji slu¢aj trzisne ravnoteze imamo sa dvije ili vise roba. Kako nam
ovdje nije cilj razmatranja formiranja matematickog modela, nego samo njegovo
rjesavanje kad nam je poznat, tako razmotrimo sljede¢i linearni model:

Qi = Qs1,

Qa1 = ap+ a1pr + agpa,

Qs1 = Bo+ Bip1 + Bap2,

Qa2 = Qs2, (1.41)
Qa2 = 7o+ 71p1 + V22,

Qs2 = 0do+d1p1 + d2p2.

Ovo je sistem linearnih algebarskih jednadzbi s ¢etiri nepoznanice: pi,p2, @1, Q2
i njegovim rjesavanjem dobiju se ravnotezne cijene p; i Dy, te ravnotezne kolicine
ponude, odnosno potraznje, Q, i Q5. Sistem (1.41) se jednostavno svodi na sistem
od dvije nepoznanice (py i p2)

ag +aipr +aspa = By + Bip1 + Bap2,
Yo +Y1P1 +Yap2 = 0o+ 01p1 + O2p2,

koji se moze predstaviti u uobic¢ajenoj formi

{ (a1 = B1) p1 + (a2 — B) p2 = By — o, (1.42)
(71 = 61)p1 + (v2 — d2) p2 = 7o — o- '

Rijesimo ga matri¢cnim metodom. Naime, sistem (1.42) moze se napisati u ma-

tricnom obliku
[041 - [31 oy — 32] [pl] _ [50 - ao]
Y1 —01 Yo —02] P2 Yo — 0 '
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1. Matri¢ni racun i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Ako pretpostavimo da je
det {0‘1 i f} = (a1 = 1) (72 = 02) — (a2 = ) (11 = 61) # 0,
71 1 72 2
matrica
A= {041—/31 062—52]
Y1 =01 g — 02
¢e biti invertibilna, pa sistem (1.42) ima jedinstveno rjesenje
Pl a1 —B1 as—B] " [Bo— o
[Pz] B [’71 —01 Y- 52] [’Yo - 50] ' (1.43)
Adjungirana matrica matrice A je
ade:[ Y2 — 02 —(71—51)]T:{ Y2 — 02 —(042—52)}
— (a2 — B) a; — By — (71 —01) ar — [y ’
pa je
A7t = ! adjA
det A
_ 1 [ Yo — 02 — (a2 — 52)}
(a1 = B1) (v2 = 02) — (a2 = Bo) (v — 01) [~ (71 — 01) o =B |

Uvedimo skraéene oznake (zbog jednostavnijeg zapisa):

a1 = a1 — fB1,a2 = ag — Py, c1 =771 — 01,2 = Yo — 02,b1 = By — ap, b2 = 79 — do.

Prema (1.43), imamo

{m} _ 1 [ Co —02] [51] - 1 [ cob1 — agbo ]
D2 ajcg —agey |[—c1 ar | |bo aico — asey | —c1by +arba|’
odnosno

Cobt —asby . —aibi F arby

ajcy — asey 2 a1Cy — ascy
Naravno, pri tome, da bi dobijeni rezultati imali ekonomsku opravdanost, tj. da bi
ravnotezne cijene bile pozitivne, neophodno je da oba brojnika imaju isti predznak
kao nazivnik, tj.
sgn (caby — agb) = sgn (—c1by + a1b) = sgn (a1ca — agey) # 0,
gdje funkcija sgn (z) (¢itamo signum od z) definirana ovako
1 zaxz>0
sgn(z)=49 0 zax=0
—lzax <0
Neposrednim uvrstavanjem u drugu (ili tre¢u) i petu (ili Sestu) jednadzbu polaznog
sistema (1.41), dobijaju se i trzisne ravnotezne koli¢ine Q1 i Q5.
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1.3 Primjene u ekonomiji

1.3.2 Model nacionalnog dohotka

Postoji mnogo modela nacionalnog dohotka, a mi ¢emo ovdje razmatrati sljedeéi,
koji je predstavljen sistemom linearnih algebarskih jednadzbi

Y = C+1Ih+G,
C a+b(Y —Tp),
G = gY.

Pri tome je Y varijabla nacionalnog dohotka, C je varijabla ukupne potrosnje
pojedinaca i domacinstava, a G ukupna vladina potro$nja, Iy predstavlja nivo in-
vestiranja, Ty oznacava nivo poreza (Ip i Ty su poznate veli¢ine), dok su a,b, g
pozitivni parametri koji zadovoljavaju uvjete: a > 0,0 < b < 1,0 < g < 1. Rjesa-
vanjem datog sistema jednadzbi dobijamo ekvilibrijum nacionalnog dohotka kao
trojku (7, C, é). Upotrijebimo Cramerov metod, nakon §to dati model napisemo
u prikladnijem obliku:

Y-C-G = I,
WY +C = a—bT,
—qgY +G = 0.

Determinanta sistema je

1 -1 -1
D=|-b 1 0|=1-b-y,
-g 0 1

i ako pretpostavimo da je 1 — b — g # 0, po Cramerovom teoremu sistem ima
jedinstveno rjesenje. Dalje je

Iy -1 -1
D1: a—ng 1 0 :Io+a—bT0,

0 0 1

1 Iy -1
Dy=| =b a—=0ly 0 |=(1-g)(a—0bTy)+ bly,
—g 0 1
1 -1 I
D3 =1 —b 1 a—0bTy :g(a—ng—i—Io),

—g 0 0
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1. Matri¢ni racun i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

pa je
v — a—bly+ Iy O (1—9)(&—()T0)—|—b[0 G- g(a—bTo—l—Ig)
 1-b—g @ 1-b—yg T 1—b—g
Da bi rjesenje imalo ekonomskog smisla sve komponente ekvilibrijuma nacionalnog
dohotka moraju biti pozitivne. Logi¢no je zahtijevati (tako se i radi u praksi,
zasto?) da je b+ g < 1. Dodatno ogranic¢enje na parametre je a — bTy + Iy > 0.

(¢] (¢] O

Zadaci za samostalan rad

1. Neka je zadan model trzista

Qd = st
Qs (p) = —6+ 10]?-

Nag¢i ekvilibrijum trzista (T?, @)
2. Zadane su sljedete funkcije potraznje i ponude za model trzista dvaju roba:

Qa1 (p) =18 = 3p1 +p2, Qa2 (p) = 124 2p; — 2po,
Qs1 (p) = =2+ 4p1, Qs2 (p) = =2 + 3po.

Odrediti ravnotezno stanje trzista.

3. Zadan je sljedeti model nacionalnog dohotka:

Y = C+ I() + Go,

C = a+b(Y-T), (a>0,0<b<1)

T = d+tY, (d>0,0<t<]1)
pri ¢emu je T varijabla poreza, a t stopa poreza na dohodak (ostale varijable
su iste kao u opisanom modelu nacionalnog dohotka). Odrediti ekvilibrijum

(ravnotezno stanje) nacionalnog dohotka, koriste¢i: a) matri¢ni metod, b)
Cramerov metod, c) metod supstitucije.

4. Odrediti ekvilibrijum nacionalnog dohotka (sa dvije varijable):
Y = C+ I+ Gy,
C = 2546V,
I, = 16,
Gy = 14.
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1.3 Primjene u ekonomiji

5. Dat je sljede¢i model nacionalnog dohotka:

Y = C+1+ Gy,

C = a+bY, (a>0,0<b< 1)
I = iy, (0<i<1)

Go = 100,

pri ¢emu je I varijabla investicija. Odrediti ekvilibrijum nacionalnog do-
hotka. Uz koje uvjete postoji rjesenje?

1.3.3 Input-output analiza

Jedna vrlo prakti¢na primjena sistema linearnih algebarskih jednadzbi i matri¢nog
racuna opcenito jeste upravo u tzv. medusektorskom modelu ili input-output anali-
zi. Ovdje temo se upravo i posvetiti pitanju te primjene, a ne detaljnom prouca-
vanju input-output analize. Napomenimo da pod inputom podrazumijevamo ono
$to ulazi u neki proces, odnosno u razmatrane sektore u ekonomiji, a pod outputom
podrazumijevamo ono §to izlazi iz razmatranog procesa, odnosno proizvode raz-
matranih sektora.

Historijski gledano, potreba za ovom vrstom modeliranja (odnosno analize) po-
javila se ubrzo nakon izbijanja II svjetskog rata kada je americki predsjednik F.
D. Roosevelt izdao nalog za proizvodnju 50 000 aviona, §to je zahtijevalo istovre-
meno i veliku proizvodnju aluminija u drzavi. Tako velika proizvodnja aluminija
zahtijevala je masivne sabirnice kroz koje bakar provodi struju i nepredvidene nes-
tagice bakra prijetile su cijelom rasporedu proizvodnje. Vlada je za prevazilazenje
te krize zakljucila da treba zamijeniti bakar srebrom. Ali odakle dobiti toliku
koli¢inu srebra? Pozajmili su ga iz Fort Knoxa i 50 000 aviona je bilo proizvedeno,
a krajnji rezultat njihove upotrebe u ratu je mnogo znacajniji. Ovo nam pokazuje
da se nekada, a posebno u ratnim okolnostima, ekonomija jedne drzave moze us-
pjesno planirati vodeéi racuna o proizvodnji svakog outputa iz pojedinog sektora
(kao 8to je proizvodnja aviona zahtijevala odredene koli¢ine aluminija, proizvodnja
aluminija zahtijevala proizvodnju bakra i struje itd.). Gotovo svaki od proizvoda
bilo kojeg sektora se koristi za uspjesnu reprodukciju u ostalim sektorima i even-
tualno u svom sektoru. Medutim, obi¢no se osim ovih sektora u medusektorski
model ukljucuje i jedan tzv. ”otvoreni sektor” (npr. domacinstva) koji egzogeno
predstavlja finalnu potrainju za proizvodom svakog pojedinog sektora i koja nije
utrosak ni za jedan sektor. U tom se slucaju model naziva otvorenim.

Pretpostavimo sada da u jednoj ekonomiji egzistira n sektora. Uvedimo oznake:
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1. Matri¢ni racun i sistemi linearnih algebarskih jednadzbi

Q; - ukupna koli¢ina outputa i-tog sektora (i € {1,2,...,n}),

Qi - koli¢ina outputa iz i-tog sektora neophodna za proces reprodukcije u
j-tom sektoru (4,7 € {1,2,...,n}),

¢i - finalna potraznja outputa i-tog sektora (i € {1,2,...,n}).

Klju¢na pretpostavka je: @Q; potrositi ili na medusektorsku potrosnju Q;; ili na
finalnu potrainju q;. Pritome ¢emo zahtijevati da imamo trzisnu ravnotezu, tj. da
je ponuda jednaka potraznji. To se moze predstaviti sljede¢im sistemom jednadzbi

Qi=0Qu+Qu2+..+Qun+q

Q2 = Q21 + Q22'+ i+ Q2 + @2 7 (1.44)

Qn = in + Qn2 + ...+ an + agn
odnosno shematski sljede¢om tzv. input-output (I-O) tabelom:
Qi Qij gi
Q| Qu Q2 ... Qum |aq
Q2 Q21 Q2 ... Qo q2

Qn Qn1 Qn2 ‘ o Qun q'n

Uocimo sljedetu vaznu ¢injenicu: za proizvodnju svake jedinice proizvoda u j-tom
sektoru potrebna je konstantna koli¢ina proizvoda iz ¢:—tog sektora. Da bi to bilo
osigurano treba da su tehnoloski uvjeti proizvodnje nepromjenjivi, buduéi da je
inace svaka proizvodnja vezana za neku tehnologiju. Na taj nacin neophodno je
uvesti pojam tehnickih koeficijenata (tehnickih normativa). Oznacavat éemo ih
sa a;j (i, € {1,2,...,n}) i, buduéi da oni predstavljaju koli¢inu outputa iz i-tog
sektora neophodnog za uspjesnu proizvodnju 1 jedinice outputa u j-tom sektoru,
vrijedit ¢e formula

ij = % (4,5 €{1,2,...,n}). (1.45)
Qj
Odavde neposredno slijedi da je
Qij = 0@, (i,j € {1,2,...n}). (1.46)

Zbog toga se sistem jednadzbi (1.44) moze napisati u obliku

Q1 =0a11Q1 + a12Q2+ ... + a1, Qn + @1

Q2 = a21Q1 + a22Q2 + ... + a2,Qn + @2
. (1.47)

Qn = alel + anQQQ + ...+ aann + qn

56



Poglavlje 2

Funkcije jedne realne varijable

2.1 Pojam i osobine funkcije

Pojam funkcije u njenom opc¢enitom smislu najjednostavnije je shvatiti kroz prim-
jere iz svakodnevnog zivota.

1. Pretpostavimo da se jedan kamion kre¢e po nekom odredenom putu. Prov-
jerom je ustanovljeno da je nakon jednog sata kretanja taj kamion presao 25
km, nakon 2 sata kretanja 50 km, nakon 5 sati kretanja 125 km, a nakon 8
sati kretanja 200 km.

Ozna¢imo vrijeme kretanja (izrazeno u satima) sa x, a odgovaraju¢u duzinu
predenog puta sa y. Uocavamo dva skupa elemenata: skup A sa cetiri el-
ementa (promatrane vrijednosti od z): A = {1,2,5,8} i skup B takoder s
cetiri elementa (odgovarajuée vrijednosti y): B = {25,50,75,200}. Ovdje
uocavamo i sljedetu vaznu ¢injenicu:

Svakom elementu skupa A odgovara (pridruzen mu je) tacno jedan element
skupa B, odnosno svakoj promatranoj vrijednosti x odgovara tatno jedna
vrijednost y.

2. U jednom proizvodnom pogonu ukupni troskovi pri proizvodnji dva komada
odredenog proizvoda iznose 25$, pri proizvodnji 3 komada 35$, pri proizvod-
nji 6 komada 65$, pri proizvodnji 9 komada 95%, pri proizvodnji 12 komada
1258.

I ovdje imamo dva skupa: skup A = {2,3,6,9,12} s pet elemenata (x)
koji oznacavaju broj proizvedenih komada odredenog proizvoda i skup B =
{25,35,65,95,125} s pet elemenata (y) koji oznacavaju ukupne troskove
pridruzene odgovaraju¢im elementima skupa A.
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2. Funkcije jedne realne varijable

Dakle, u oba slu¢aja imali smo situaciju da je svakom elementu skupa A pridruzen
tatno jedan element skupa B. To pridruzivanje (zakonitost, pravilo) ozna¢imo sa
f A — B, a specijalno da je elementu x iz skupa A pridruzen upravo element y
iz skupa B pravilom f pisemo

y=f(z).

U ovom slucaju zakonitost f ¢emo zvati funkcijom sa skupa A u skup B. Prema
tome, vrijedi opéenito:

Definicija 2.1 Neka su A i B neprazni skupovi. Pravilo (zakon ili propis) f po
kome se svakom elementu skupa A pridruzuje tatno jedan element skupa B naziva
se funkcijom sa skupa A u skup B i oznacava sa f : A — B.

Posebno ¢e nas zanimati funkcije sa skupa A u skup B, kada je A CRi B CR.
U tom slucaju funkciju nazivamo realnom funkcijom realne varijable. Elemente
skupa A nazivamo originalima, a element y = f (x) nazivamo slikom originala x.
Primijetimo da smo u navedenim primjerima vrijednosti originala = proizvoljno
(neovisno) birali i da smo onda odredivali odgovarajuce vrijednosti y, tj. izbor y je
ovisio o odabranom x. Zbog toga se vrlo ¢esto kaze da je x neovisna varijabla, a y
ovisna varijabla i funkcija od x. Dakle, u prvom primjeru predeni put je funkcija
vremena, a u drugom primjeru ukupni trogkovi su funkcija koli¢ine proizvoda.
Zakonitost f u nasim primjerima se moze i odrediti. Naime, u prvom primjeru je
ocigledno da je koli¢nik slike i originala uvijek isti:

Y _ 95
x
pa je
y = f(z) =25z.
U drugom primjeru moze se uociti da vrijedi slicna zakonitost prema kojoj je
koli¢nik slike umanjene za 5 i originala uvijek isti i iznosi 10, tj.

Yy—25
T

= 10,

pa je u ovom slucaju
y=f(x) =10z + 5.

Vrlo Cesto je ta zakonitost data unaprijed (ali nisu poznati skupovi A i B), kada
kazemo da je funkcija zadana analiticki. Npr.

2

2 y=V2_1L
w—1"Y v

y=3z% y=
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2.1 Pojam i osobine funkcije

Postavlja se pitanje da li je u svakom pojedinom slucaju A = R ili je A pravi
podskup (najcesce interval ili unija vise intervala) skupa R? Zbog toga se uvodi
pojam definicionog podrucja ili oblasti definicije funkcije, koji definiramo kao skup
svih onih = € R za koje je y = f () € R, a oznacavamo ga sa D (f). Ocigledno je

D (32°) =R, 23(2362_1):{xeR|2x—17&0}:R\{;},

D<\/x2—1) ={zeR|2?—120} = (00, —1]U[1,400).

Ukoliko nam je poznat analiticki izraz funkcije ili ako imamo njen tabelarni prikaz,
onda se funkcija moze i graficki predstaviti u pravouglom Descartesovom koordi-
natnom sistemu kao skup

L) ={y) leeD(f)hy=[(2)},

koji nazivamo grafom funkcije f. Taj nacin predstavljanja funkcije je i najrazumlji-
viji. Na Slici GF1 dat nam je grafik funkcije y = 10x+5, a na Slici GF2 graf funkcije
y=+vrzZ—1.

4t
20 i
10 3T
—— —+— 2T
20 -10 I 10 20 1

X

10 1T

2]+ R e L

1 -3 2 -1 1 1 2 3

X

3D T 1+
Slika GF1 Slika GF2

Navedimo jo$ neke vazne osobine koje odredene funkcije mogu posjedovati, kao sto
su injektivnost, surjektivnost i bijektivnost.

Definicija 2.2 Za funkciju f : A — B kaZemo da ima osobinu injektivnosti ili
da je injektivna funkcija ako vrijedi

x1 # 2o = f(x1) # f(x2) (21,220 € A),

tj. ako razlicitim originalima odgovaraju razlicite slike.
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2. Funkcije jedne realne varijable

Definicija 2.3 Za funkciju f : A — B kaZemo da ima osobinu surjektivnosti
(sirjektivnosti) ili da je surjektivna (sirjektivna) funkcija ako je svaki ele-
ment skupa B slika nekog elementa iz skupa A.

Napomena 2.1 Ukoliko funkcija f : A — B nije surjektivna, surjektivnost se
moZze posti¢i tako Sto se umjesto skupa B razmatra skup f(A) ={f (z) | x € A}.

Funkcija f: R — R,y = f (z) = 10z + 5 je injektivna, jer za 1,z € R vrijedi
x1 # x9 = 1021 # 1029 = 1021 + 5 # 1022 + 5 = [ (21) # [ (22) .

Medutim, funkcija f : R — [0,+00),y = f () = 322 nije injektivna, jer originali
21 = —11x9 =1 (koji su medusobno razli¢iti) imaju jednake slike:

yi=f(z)=f(-1)=3-(-1)*=3, yo=f()=f(1)=3-1"=3,

Ukoliko bismo promatrali funkciju f : [0, +00) — [0, +00),y = f (z) = 322, ona bi
bila injektivna funkcija (v. Sliku GF3 i Sliku GF4).

34
24
4
0
-15 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 L5 00 05 1.0 1.5
X X
Slika GF3 Slika GF4

Definicija 2.4 Za funkciju f : A — B kaZemo da je bijektivna ako je ona injek-
tivna 1 surjektivna.

Funkcije f : R - R,y = f(z) =10z +51 f : [0,+00) — [0, +0),y = f (x) = 322
su bijektivne funkcije.

Dakle, kod bijektivne funkcije f : A — B svaki element y iz skupa B je slika
tacno jednog elementa x iz skupa A, tj. vrijedi y = f (z). Na taj na¢in mozemo
promatrati i "obrnutu” funkciju, ozna¢imo je sa f~!, sa skupa B u skup A, pri
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2.3 Primjena funkcija u ekonomiji

2.3 Primjena funkcija u ekonomiji
Pojedine ekonomske veli¢ine mogu biti u medusobnoj ovisnosti, tj. promjena jedne
od njih moze prouzrociti promjenu jedne ili vise drugih. Ipak, postaviti odredenu
vezu izmedu pojedinih ekonomskih veli¢ina nije nimalo jednostavan posao. Naime,
moze se dogoditi da promjena jedne ekonomske veli¢ine izaziva promjenu neke
druge, a da obrnuto ne vrijedi. Tako, na primjer, nacionalni dohodak jedne zemlje
ne ovisi o broju tv prijemnika u toj zemlji, ali obrnuto - broj tv prijemnika u jednoj
zemlji osjetno ovisi o nacionalnom dohotku. Ako, dakle, sa  oznac¢imo nacionalni
dohodak, a sa y broj tv prijemnika, imat ¢emo funkcionalnu ovisnost y = f (z).
Ovdje je potreban poseban oprez pri prevodenju ove funkcije u njen inverzni oblik
x = ¢ (y). Iako to s matematickog aspekta ima opravdanje, s ekonomskog aspekta
nema nikakva smisla i moze nas u opéem slucaju ¢ak dovesti u opasnost izvodenja
pogresnih zaklju¢aka. Zbog toga je jako vazno nametnuti odredene uvjete na
funkcije kako bi one u izvjesnom smislu mogle predstavljati ekonomske funkcije,
tj. da bi takav matematicki model imao smisla u stvarnosti. Za sve funkcije
koje se primjenjuju u ekonomiji, a mi ih budemo ovdje spominjali, navest ¢emo
takve uvjete, koji ¢e ¢initi oblast definicije funkcije u ekonomskom smislu (oblast
koja je opcenito uza od definicionog podrué¢ja funkcije u matematickom smislu).
Naravno, netemo se ovdje baviti pitanjem samog na¢ina formiranja funkcija koje
se primjenjuju u ekonomiji, ali ho¢emo njihovom oblaséu definicije u ekonomskom
smilsu.

2.3.1 Funkcija potraznje

Neka se na nekom trzistu, izmedu ostalog, nudi i trazi jedan proizvod A i neka je
(@ ukupna koli¢ina tog proizvoda koju potrazuju potrosaci na tom trzistu. Uko-
liko pretpostavimo da su zadovoljeni neki bitni kriteriji trzista (nepromjenjivost:
ukupnog broja potrosaca, ukusa svih potrosaca, prihoda svakog potrosaca i cijena
svih ostalih proizvoda na tom trzistu), koli¢ina potraznje proizvoda A ovisit ¢e
samo o njegovoj trzisnoj cijeni. Oznac¢imo sa p cijenu proizvoda A. Jasno je da ée
se s promjenom cijene p mijenjati i ukupna potraznja () proizvoda A, tj. potraznja
Q je funkcija cijene p, tj.

Q@=D(p) (=Qa).

Ali i obrnuto, ako se mijenja ukupna koli¢ina potraznje proizvoda A, doéi ¢e i
do promjene njegove cijene p. Zato ovdje ima smisla govoriti o inverznoj funkciji
gornje funkcije i u ekonomskom smislu. Dakle, cijena je ovdje funkcija od po-
traznje, tj.

p=r(Q).
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2. Funkcije jedne realne varijable

Slika EF1: Q = ae P, a > 0,c>0

Uoc¢imo bitne odrednice funkcije potraznje. Naime, kako smo to vidjeli u slucaju
trzisne ravnoteze (Sekcija 1.3.1), kad smo imali jednostavan slucaj linearne funkcije,
vrijedi i opcenito: s povetanjem cijene dolazi do pada potraznje, a u krajnjem
slucaju kad se dostigne kriti¢na cijena potraznja postaje jednaka 0 (Slika EF2 i
Slika EF3) ili da jednostavno se neograni¢eno smanjuje ka 0 (kazemo da tezi ka 0)
kada cijena neograniceno raste (Slika EF1).

Q.A. QA

—+—
p p
Slika EF2: y = —ap+b,a > 0,0 >0 Slika EF3: Q = —p?> +¢,¢>0

Dakle, funkcija potraznje mora biti opadajuta funkcija i definirana je samo za
pozitivne vrijednosti promjenjive p. To je uvjet koji mora svaka funkcija potraznje,
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2.3 Primjena funkcija u ekonomiji

bez obzira kojeg je oblika, da zadovoljava. U sluc¢aju linearne funkcije, ona mora
imati negativni nagib.

2.3.2 Funkcija ponude

Pod ponudom podrazumijevamo koli¢inu odredenog proizvoda A koju proizvodac
nudi na nekom trzistu. U normalnim okolnistima ponuda ¢e rasti s povetanjem
cijene proizvoda. Zbog toga ¢e funkcija ponude (Q5) uvijek biti rastuéa i definirana
samo za nenegativnu promjenjivu p (cijena proizvoda). Takoder, vrlo ¢esto se
desava da se izvjestan broj ponudaca uzdrazava od prodaje proizvedene robe ako
je cijena niska i uglavnom ¢eka povoljniji trenutak, tj. kad cijena dostigne onaj
nivo za koji im se isplati prodavati robu. Osim toga, ako je trzisna cijena proizvoda
niska, izvjestan broj proizvodaca nece se odluciti da proizvodi taj proizvod, jer bi
pod tim uvjetima rezijski troskovi doveli do gubitka. Tako ¢e ponuda biti jednaka
0 za sve pozitivne vrijednosti cijene p koje su manje od te kriti¢ne vrijednosti p*,
tj. Qs = S(p) =0, za sve p € [0,p*]. Kriva koja predstavlja funkciju ponude je,
dakle, rastuca kriva s osobinom sporog rasta od kriti¢ne vrijednosti p*, a onda s
prelaskom u nagli rast (Slika EF4 i Slika EF5).

Qi Qi

Pt —t
p

p
Slika EF4: y =ce® —a,a > 0,c >0 Slika EF5: y=cx —d,c>0,d >0

2.3.3 Funkcija troskova

Poznato je da su troskovi u jednoj proizvodnoj firmi novcani izraz za utrosene
pojedine elemente procesa proizvodnje, kao $to su sredstva za rad, predmet rada
ili radna snaga. Zbog toga se oni mogu klasificirati prema razli¢itim kriterijima, a
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2. Funkcije jedne realne varijable

nas ovdje posebno zanima klasifikacija prema reagiranju na obim proizvodnje. Po
toj klasifikaciji troskovi se dijele na varijabilne i fiksne. Varijabilni (promjenljivi)
troskovi su oni troskovi koji ovise o obimu proizvodnje, tj. mijenjaju se u skladu s
povetanjem ili smanjenjem obima proizvodnje, a takoder su uvjetovani i stepenom
iskoristenosti kapaciteta. U varijabilne troskove se ubrajaju troskovi materijala za
izradu (sirovine), troskovi koristenja energije, troskovi rada i sl. S druge strane,
fiksni troskovi u ukupnom iznosu se ne mijenjaju, tj. fiksni su, za svaki dati obim
proizvodnje. U takve troskove spadaju, na primjer, rezijski troskovi, troskovi osi-
guranja, trogkovi zakupnine, troskovi amortizacije, troskovi kamata na kredite i
sl. Bitna karakteristika fiksnih troskova je da oni postoje neovisno o tome da li se
proces proizvodnje izvodi ili ne.

Ukupni troskovi predstavljaju zbir varijabilnih i fiksnih troskova. Uvedimo sljedece
oznake: T - za ukupne troskove, VI' - za varijabilne troskove, F'T' - za fiksne
trogkove, pa je

T=VT+ FT.

Ako sa () oznacimo obim proizvodnje, tj. koli¢inu proizvoda, jasno je da je veli¢ina
varijabilnih trogkova u funkcionalnoj ovisnosti o koli¢ini proizvodnje @, tj. VT (Q),
pa je i funkcija ukupnih trogkova, takoder, u funkcionalnoj ovisnosti o obimu
proizvodnje @, tj. T (Q), dok fiksni troskovi ne ovise o varijabli @), pa imamo

T(Q)=VT(Q)+ FT. (2.1)

Jasno je da je
VT (0) =0.

Zbog toga je, prema relaciji (2.1),
FT =T1(0). (2.2)

Istaknimo da funkcija ukupnih troskova mora zadovoljavati odredene uvjete (da bi
uopc¢e imala ekonomskog smisla):
a) @ > 0, odnosno obim proizvodnje ne moze biti negativna vrijednost,
b) T(Q) > 0, tj. troskovi su uvijek pozitivni,
¢) porast obima proizvodnje uvijek dovodi do rasta ukupnih troskova.

Ovi uvjeti ¢ine oblast definiranosti funkcije ukupnih troskova.
Matematski izraz posljednjeg uvjeta navest ¢emo nesto kasnije, nakon uvodenja
pojma izvoda funkcije i pojma marginalnih (grani¢nih) trogkova.

Primjer 2.2 Neka je data funkcija T (Q) = 3Q?* +200. Vidimo da je tada
T (0) =3-0%+200 = 200 = FT.
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2.3 Primjena funkcija u ekonomiji

Pokretanjem proizvodnje i povetanjem njemnog obima ocito je da ¢e doci do po-
rasta dijela troskova oznatenih sa 3Q?%, odnosno do porasta varijabilnih troskova,
a samim tim i do porasta ukupnih troskova. Dakle, zadovoljena su sva tri uvjeta
koje mora zadovoljavati funkcija ukupnih troskova. &

Primjer 2.3 Moze se i opcenito postaviti pitanje: pod kojim uvjetima funkcija
ukupnih troskova moZe biti predstavijena kvadratnom funkcijom? Naime, ako je

T(Q) = aQ*+bQ +c, (2.3)

tada, prije svega, mora da bude a > 0, tj. parabola mora biti okrenuta otvorom
prema gore, odnosno funkcija mora imati minimum.

Slika EF6: T (Q) = aQ*+bQ + ¢, a > 0,b>0,¢>0

Osim toga, za sve nenegativne vrijednosti promjenjive @ (uwvjet a)), T (Q) mora
da bude pozitivna (uvjet b)) i stalno da raste (uwvjet c)), §to ¢e biti ispunjeno ako
su fiksni troskovi pozitivni, tj. FT = T (0) = ¢ > 0 i ako se minimum funkcije
dostize za negativne vrijednosti promjenjive @), odnosno ako je tjeme parabole s
lijeve strane koorditanog pocetka, tj. ako je

—— <0,
2a

odnosno b > 0. Dakle, kvadratna funkcija (2.3), moZze biti funkcijom ukupnih
trogkova samo ako su sva tri koeficijenta a,b i ¢ pozitivna. &
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2. Funkcije jedne realne varijable

Vrlo vaznu ulogu u praksi igraju tzv. prosjecni troskovi, koji predstavljaju iznos
ukupnih troskova po jedinici proizvoda. Ako funkciju prosjecnih troskova oznac¢imo
sa T (Q), tada je

(2.4)

Uocimo da je oblast definiranosti funkcije prosjecnih trogkova ista kao i oblast
definiranosti ukupnih trogkova.

Primjer 2.4 Data je funkcija ukupnih troskova
T(Q) =2Q* — 6Q* + 5Q.
Odrediti minimalne prosjecne troskove i na kojem nivou proizvodnje se dotiZu.

Rjesenje. Funkcija prosjecnih troskova, prema (2.4), je

T(Q) =2Q*—6Q +5.
T A
st
.
4
: : : : -
1 1 2 3 4
Q
1T

Slika EF7

Ovo je kvadratna funkcija i ona dotize minimum na nivou proizvodnje
b 3
Q=—y- =1,
20 2
koji iznosi
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2.3 Primjena funkcija u ekonomiji

2.3.4 Funkcije prihoda i dobiti

Ukupni prihod predstavlja proizvod koli¢ine odredene robe prodate na trzistu u
odredenom vremenskom razdoblju i cijene po kojoj je ta roba prodata. Ako za
cijenu uvedemo oznaku p, a za ukupni prihod oznaku P, onda je

P=qQ p.

Uoc¢imo da je koli¢ina prodate robe na trzistu ustvari funkcija potraznje za tom
robom. Poznato je da se potraznja izrazava kao funkcija cijene proizvoda, tj.
Q@ = Q (p), pa je u tom slu¢aju ukupni prihod funkcija cijene p:

P(p)=Q(p) p. (2.5)

Medutim, i cijena robe se moze promatrati kao funkcija potraznje, tj. p = p(Q) i
tada je i ukupni prihod funkcija potraznje Q:

PQ)=Q-p(Q). (2.6)
Pri tome su p (Q) i @ (p) medusobno inverzne funkcije.

Primjer 2.5 Zadana je funkcija potraznje Qq = 80—4p. Odrediti funkciju ukupnog
prihoda kao funkciju cijene, a zatim i kao funkciju potrainje.

Rjesenje. Malo laksi dio posla u ovom slu¢aju je naéi ukupan prihod kao funkciju
cijene. Prema (2.5) imamo

P(p):Qd-p:(80—4p)p:—4p2+80p.

S druge strane, zelimo li funkciju ukupnog prihoda predstaviti kao funkciju po-
traznje kao u (2.6), moramo prvo cijenu predstaviti kao funkciju potraznje. Naime,
iz Q = 80 — 4p, imamo

dp=80—-Q =p=

pa je

2
P(Q)=Q-p<@>zg<zo—jf) —a0-9 a

Primijetimo da je prosje¢ni prihod koliénik ukupnog prihoda i ukupne koli¢ine
prodatih proizvoda, tj. funkcija prosje¢nih prihoda je oblika

PQ) _Q-p(@Q) _
0 0 =p(Q).
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Poglavlje 3

Diferencijalni rac¢un funkcija
jedne varijable

3.1 Granic¢na vrijednost funkcije

3.1.1 Pojam granicne vrijednosti funkcije

Grani¢na vrijednost funkcije opisuje sta se dogada s funkcijom f (z) kad se njena
neovisna varijabla x sve viSe priblizava ka nekom odredenom broju c. Da bismo
ilustrirali ovaj koncept, pretpostavimo da zelimo znati sta se dogada s funkcijom
2
e +2x —3 - .. . .
f(z) = — 1 kad se x priblizava ka 1. Iako funkcija f (x) nije definirana
x —

u tacki x = 1, ipak ¢emo moéi docarati njeno ponasanje izra¢unavanjem njenih
vrijednosti koriste¢i vrijednosti neovisne varijable x koje su sve blize i blize broju
1 s njegove obje strane: i s lijeve i s desne. U¢inimo to prvo s lijeve strane (Tabela
3.1).

z [05]07]08[09][0950.99]0999 | 1
F(x) 35373839395 3993999 | ND

Tabela 3.1

Uocavamo sljedece: §to se vise varijabla x priblizava broju 1 s njegove lijeve strane,
odnosno preko brojeva manjih od 1 (kazemo da se x rastuéi priblizava broju 1), a
$to simbolicki pisemo kao x T 1iliz — 1 —0ili x — 17, to se vrijednosti funkcije
f (x) sve vige priblizavaju vrijednosti 4. Moze se to iskazati i ovako: konvergentnom
nizu brojeva neovisne varijable x odgovara konvergentan niz vrijednosti funkcije
f(z). U ovom slucéaju kazemo da funkcija u tacki x = 1 ima lijevu grani¢nu
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3. Diferencijalni racun funkcija jedne varijable

vrigednost 4 i to simbolicki oznacavamo sa:

2
e+ 2x — 3
limf (@) = m—r—

Analogno, izvedimo ovaj postupak u slucaju kad se x priblizava broju 1 s njegove
desne strane (Tabela 3.2).

x 1 [1.001 [1.01]1.05 1.1 [12]1.3]15
f(z) | ND [4.001 | 4.01 | 4.05 | 4.1 [42 ] 43|45

Tabela 3.2

Ovdje uocavamo sljedece: §to se vise varijabla x priblizava broju 1 s njegove desne
strane, odnosno preko brojeva ve¢ih od 1 (kazemo da se x opadajuéi priblizava
broju 1), a §to simbolicki pisemo kao x | 1iliz — 1+ 0ili x — 1T, to se vrijed-
nosti funkcije f (x) sve vise priblizavaju vrijednosti 4. U ovom slu¢aju kazemo da
funkcija u tacki x = 1 ima desnu grani¢nu vrijednost 4 i to simboli¢ki oznacavamo

sa:
2

limf (x) = Iimw =4.

z]1 z]1 r—1
Opéi je zakljucak da se vrijednosti funkcije f (z) sve vise priblizavaju vrijednosti 4
kad z s vrijednostima bude sve blizi i blizi broju 1 s obje njegove strane (v. Sliku
GV1). U tom slucaju kazemo da funkcija f (z) ima grani¢nu vrijednost 4 u tacki
x = 1, simbolicki

224 2x -3

lim f(z) = fm——— =4

|

Slika GV1
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Opéenito: ako se vrijednosti f (z) sve vige priblizavaju nekom broju A kad x s
vrijednostima bude sve blizi i blizi broju a s obje njegove strane, u tom slucaju
kazemo da funkcija f (z) ima grani¢nu vrijednost A u tacki x = a, simbolicki

lim f (z) = A.

Tr—a
Primijetimo da vrijedi: funkcija f (z) ima granié¢nu vrijednost A u tacki x = a ako
i samo ako funkcija f (z) ima i lijevu i desnu grani¢nu vrijednost A u tacki z = a
i ako su te vrijednosti medusobno jednake.

4+

Slika GV2

Naravno da se definicija grani¢ne vrijednosti funkcije u nekoj tacki x = a moze
i formalizirati. Naime, za broj A reti cemo da je graniéna vrijednost funkcije u
tacki x = a ako za proizvoljno odabran broj € > 0, postoji broj § > 0, takav
da za sve wvrijednosti neovisne varyjable x koje su dovoljno blizu broja a, tj. za
sve z € Os(a) ~ {a} = (a—39,a+9) \ {a}, vrijedi i da su odgovarajuce vri-
jednosti funkcije f(x) dovoljno blizu vrijednosti broja A, tj. f(x) € O:(A) =
(A—e,A+¢). Uocimo da funkcija uopée ne mora biti definirana u tacki = = a,
2?2422 -3
—1
Mozemo razmotriri i sljedeée situacije. Ako pustimo da vrijednosti neovisne vari-
jable neograniceno rastu (kazemo da z tezi u +o0, tj. * — +00) i ako su pri tome
vrijednosti funkcije f (x) sve blize i blize vrijednosti A, kazemo da funkcija ima
grani¢nu vrijednost A kada x — +oo, simbolicki

kao $to je to slucaj sa funkcijom f (z) = , koja nije definirana u z = 1.

lim f(z)=A.

T——+00

107



3. Diferencijalni racun funkcija jedne varijable

Slika GV3 Slika GV4

Analogno se definira i grani¢na vrijednost funkcije kad z — —oo i simbolicki
zapisujemo
lim f(z)=A.
IT——00
Obje situacije su ilustrirane primjerom funkcije na Slici GV2, gdje vrijedi

lim f(z)=1¢ lim f(z)=1.

T—-+00 T——00

Slika GV5 Slika GV6
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3.6 Diferencijal funkcije

Koristeci se kalkulatorom, dobije se In2 ~ 0.0198026273.

b) Znajuéi da je v/125 = 5, ovdje ¢emo uzeti x = 125 i Az = dx = —2. Kako

je za funkciju y = &/« njen diferencijal dy = y'dx = %x_gdx, imamo

1 2
V123 ~ y (125) + dy = V125 + 5125% (=2) =5~ = = 4.9733333333.

Koristeti se kalkulatorom, dobijemo V123 ~ 4.973189833. &

Napomena 3.2 Uocimo da vrijedi:
a) d(cf (x) = c-df (x) (c konstanta),  b) d[f (x) £ g (2)] = df (x) £ dg (x),
c) d(f(x)g(@)] =g (x)df (x) + f () dg (z),
f@) _g(@)df () — f(x)dg (x)
v <g(w)> N [ (2))? '

3.6.1 Primjeri primjene diferencijala u ekonomiji

Navedimo par vrlo karaktersiti¢nih primjena diferencijala u ekonomskoj praksi.
Primjer 3.15 Pretpostavimo da je ukupni trosak proizvodnje @ jedinica odredenog

proizvoda
T(Q) = 3Q* +5Q + 10.
Ako je sadasnji nivo proizvodnje 40 jedinica, procijeniti za koliko ¢e se promijeniti

ukupni troskovi ako bi se proizvelo 40.5 jedinica.

Rjesenje. U ovom primjeru je sadasnja vrijednost neovisne varijable @@ = 40,
a njen prirast je AQ = d@Q = 0.5. Prema aproksimacionoj formuli, odgovarajuc¢a
promjena ukupnih trogkova je

AT =T (40.5) — T (40) = T' (40) AQ.

Kako je
T (Q)=6Q+5 i T'(40)=6-40+5 = 245,
slijedi da je
AT ~ T’ (40) - 0.5 = 245 - 0.5 = 122.5($) .

Provjerimo kolika je promjena ukupnih troskova ako se ra¢una njihova razlika na
nivoima @ = 40.5 1 Q = 40. Naime, kako je

T (40.5) = 3-40.5% + 5 - 40.5 + 10 = 5133.25,
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T(4()):3-402+5-40+10:5010,
to je
AT =T (40.5) — T (40) = 5133.25 — 5010 = 123.25 ($),

pa zakljuCujemo da je ve¢ izra¢unata priblizna vrijednost manja samo za 0.75 ($).

&

U sljedetem primjeru, koji se ¢esto javlja u praksi, poznata je Zeljena promjena
funkcije, a cilj je procijeniti potrebnu odgovarajutu promjenu neovisne varijable.

Primjer 3.16 Dnevna proizvodnja (output) u nekoj tvornici je @ (L) = QOOL%,
gdje L oznacava velicinu radne snage mjerene u radnim satima. Sada se svakod-
nevno koristi 1000 radnih sati. Procijeniti broj dodatnih radnih sati radnika ako
se planira povecati dnevna proizvodnja za 15 jedinica.

Rjesenje. Odredimo AL koriste¢i aproksimacionu formulu

AQ ~ Q' (L)AL,

sa
AQ =15, L=1000 i Q' (L) 300L_% 300 ! 300 L 3
= = 1 = = . = - — = .
’ 510002 100
Naime,
A 15
AL:QI(%:?):E) (radnih sati). &
o] (o) O

Zadaci za samostalan rad

1. Koristec¢i se diferencijalom funkcije jedne varijable, odrediti pribliznu vrijed-
nost izraza (1.003)°.

2. Koristeéi se diferencijalom funkcije jedne varijable, odrediti pribliznu vrijed-
nost izraza e =002,

3. Koristedi se diferencijalom funkcije jedne varijable, odrediti pribliznu vrijed-
nost izraza sin 31°.

4. Koristedi se diferencijalom funkcije jedne varijable, odrediti pribliznu vrijed-
nost izraza v/17.
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Primjer 3.21 Odrediti 5-ti izvod svake od sljedecih funkcija:
1
a) f(x) = 162* — 222 + 5z — 10, b)y=—.
x

Rjesenje. a) f' (x) = 642® — 4w + 5
f"(z) = (642% — 42+ 5) = 1922% — 4
F(x) = (19222 — 4)" = 384x
f® (z) = (384z) = 384
O (z) = (384) =0

 Z-a(G)-gb -
Bt (-E) - =m=d
fmz - % <:E23 = % (2073) = 6274 = _%
34:51 - % <_f4) = % (—6271) =2427° = ié
jiz N % <i§ = % (24275) = —120076 = _%)
Ovdje se moze nati opéenito n-ti izvod: % = (=" a::“F (8to je lahko ustanoviti

indukcijom). &

3.8.1 Primjer primjene u ekonomiji

Opcenitu primjenu izvoda i diferencijala viseg reda vidjet ¢emo nesto kasnije,
posebno pri odredivanju lokalnih ekstrema funkcije. No, sljede¢i primjer je do-
bra ilustracija primjene izvoda viseg reda u ekonomiji.

Primjer 3.22 Jedna ekonomska studija jutarnjih dolazaka w odredenoj tvornici
ustanovila je da prosjecno radnik koji dolazi na posao u 8:00 sati ima produktivnost
Q (t) = —t3 + 6t + 24t jedinica proizvoda za t narednih sati.

a) Izratunati brzinu produktivnosti radnika v 11:00 sati.

b) Kolika je brzina promgjene brzine produktivnosti radnika u odnosu na vrijeme u
11:00 sati?

¢) Procijeniti promjenu u brzini produktivnosti radnika izmedu 11:00 i 11:10 sati.
d) Izratunati aktuelnu promjenu u produktivnosti radnika izmedu 11:00 ¢ 11:10
sati.
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Rjesenje. a) Brzina produktivnosti radnika je prvi izvod
Q' (t) = —3t> +12t + 24

funkcije outputa @ (t). U 11:00 sati je ¢ = 3, pa je trazena brzina promjene
produktivnosti

Q(3)=-3-32+12-3+24=233
jedinice proizvoda po satu.

b) Brzina promjene brzine produktivnosti radnika je drugi izvod
Q" (t) = —6t +12
funkcije outputa @ (¢). U 11:00 sati ova brzina je
Q"(3)=-6-3+12=-6

jedinica po satu po satu. Znak minus u rezultatu znaci da brzina produktivnosti
radnika opada, to jest radnik usporava. Brzina ovog opadanja efikasnosti u 11:00
sati je 6 jedinica po satu po satu (ili po satu na kvadrat).

1
c¢) Primijetimo da je 10 minuta ustvari 5 sata. Da bismo procijenili promjenu

1
AQ' u brzini produktivnosti @’ (¢) uo¢imo da je promjena u vremenu At = 6 sata,

a onda primijenimo aproksimacionu formulu iz Sekcije 3.6 (u opéenitoj formi):

dy
Ay~ -2 . Ax.
y dx .

Tako imamo

AQ ~ Q" (t) At,

odnosno
1
AQ ~ Q" (3) At =—6- 6= —1 jedinica proizvoda po satu.

Dakle, brzina produktivnosti (koja je bila 33 jedinice proizvoda po satu u 11:00
sati) ¢e opasti priblizno za 1 jedinicu proizvoda po satu (bit ¢e, dakle, priblizno
32 jedinice proizvoda po satu) u narednih 10 minuta rada.

d) Aktuelna promjena brzine produktivnosti radnika izmedu 11:00 i 11:10 sati
je jednaka razlici vrijednosti brzina produktivnosti u 11:10 i u 11:00 sati, tj. kad
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1 19
jet=23-=—it=3:
Je 6 6 1

s = @) -ow-

192 1
= [—3-<9) +12-—9+24 —[-3-3%+12- 3+ 24]

6 6
~ 31.92 — 33 = —1.08 jedinica proizvoda po satu.

Dakle, u 11:10 sati brzina (stopa) produktivnosti, koja je bila 33 jedinice proizvoda
po satu, aktuelno ¢e opasti za 1.08 jedinica proizvoda po satu, tj. na 31.92 jedinice
proizvoda po satu. o

(¢] (¢] ¢}

Zadaci za samostalan rad

1. Odrediti drugi izvod svake od sljedec¢ih funkcija:

SRS S I SRR SE TN

= 22 3Jz 5 VRV

2. Ukoliko postoji, odrediti f” (0) za funkciju f (z) = (331)2
T+

2
3. Izracunati d—g funkcije date u implicitnom obliku 222 + 532 = 10.
x

d3y . 2 T
3ak0Jey:f—3—x+ﬁ.

4. Odrediti —%
rediti ——

5. Naci xf” (x) — 2f" (z) — %f(x) ako je f (z) :x?’—\/f—i—é

6. Jedna ekonomska studija jutarnjih dolazaka u odredenoj tvornici ustanovila
je da prosjec¢no radnik koji dolazi na posao u 8:00 sati ima produktivnost
Q (t) = —t® + 8t? 4 15t jedinica proizvoda za t narednih sati.

a) Izracunati brzinu produktivnosti radnika u 9:00 sati.

b) Kolika je brzina promjene brzine produktivnosti radnika u odnosu na
vrijeme u 9:00 sati?

c¢) Procijeniti promjenu u brzini produktivnosti radnika izmedu 9:00 i 9:15
sati.
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3.11 Primjena diferencijalnog racuna u ekonomiji

Ogromna je primjena diferencijalnog ra¢una u ekonomiji. Mi éemo ovdje demon-
strirati tu primjenu pri uvodenju pojmova grani¢nih (marginalnih) funkcija u
ekonomiji i pri ispitivanju njihovih osobina. Osim toga, pokazat ¢emo kako se
diferencijalni ra¢un primjenjuje i u proucavanju elasti¢nosti funkcije.

3.11.1 Graniéne (marginalne) funkcije

Neka nam je opéenito data neka ekonomska funkcija y = f () kojom se izrazava
neka ukupnost (ukupni trogkovi, ukupni prihod, ukupna dobit, ukupna proizvodnja
i sl). Graniéna (ili marginalna) funkcija Gy = Gy (x) definira se kao grani¢na
vrijednost koli¢nika prirasta Ay funkcije y i prirasta Ax argumenta = kada prirast
Ax tezi ka nuli, ako ta grani¢na vrijednost postoji, tj.

Ay
Gy (z) = Jim 7o,

odnosno

dy
Gy (93) = dr = ylx

Dakle, ukoliko nam je data neka ekonomska funkcija koja je diferencijabilna, onda
njen prvi izvod predstavilja granicnu ili marginalnu funkciju, tj.

granicna funkcija = (ekonomska funkcija). (3.16)

Na taj nacin definiramo sljedec¢e funkcije:
a) grani¢ni trosak GT (@) ili GT (p) kao izvod funkcije ukupnih troskova, tj.

GT(Q)ngzT’(Q) ili GT(p):ig:

b) grani¢ni prihod GP (Q) ili GP (p) kao izvod funkcije ukupnih prihoda, tj.

T’ (p);

GP(Q) = flg —P(Q) ili GP()

¢) grani¢na dobit GD (@) ili GD (p) kao izvod funkcije ukupne dobiti, tj.

— 2 —P(p):
a (p);

GD(Q) = ‘jg ~D'(Q) ili GD(p)

== _D'(p):
o ();
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3. Diferencijalni racun funkcija jedne varijable

d) grani¢na sklonost potrosnji GC (Y) (koja je funkcija dohotka Y') kao izvod
funkcije potrosnje, tj.
GC(Y)= 4 =C'(Y);
dy ’
e) grani¢na sklonost stednji GS (V') (koja je funkcija dohotka Y') kao izvod funkcije
stednje, tj. 4s
/ .
s (V)= =5 (v);

itd.

Jednostavno objasnjenje za uvodenje pojma grani¢ne funkcije na ovaj nacin
mozemo naci, recimo, u sluéaju grani¢nih troskova. Naime, grani¢ni troskovi se
definiraju kao trosak proizvodnje dodatne jedinice proizvoda. Dakle, po toj defini-
ciji vrijedi
AT Ty -T

AQ  Q2—Q1
gdjeje T; =T (Q;) zai = 1,2. Medutim, kao $to smo veé rekli, ovaj koli¢nik ¢emo
razmatrati za dovoljno male promjene AQ, tj. pustit ¢emo da AQ — 0, pa ¢emo
u slucaju diferencijabilnosti funkcije ukupnih troskova 7' (Q)) ustvari imati

GT(Q)

AT dT

GT (@) = Jim 36 = a0

Primjer 3.35 Pretpostavimo da su ukupni troskovi (u dolarima) proizvodnje Q
jedinica odredene robe dati sa T (Q) = 3Q? + Q + 48.

a) Na kojem nivou proizvodnje su prosjecni troskovi najmangi i kolika je ta naj-
manja vrijednost?

b) Na kojem nivou proizvodnje su prosjetni troskovi jednaki grani¢nim troskovima?
¢) Na istoj slici graficki predstaviti obje funkcije, prosjecne i granitne troskove.

Rjesenje. a) Treba da odredimo apsolutni minimum funkcije prosjeénih troskova

T(Q):T(Q):3Q+1+i§

za Q € (0,400) (jer samo tada funkcija ima ekonomskog smisla). Prvi izvod ove
funkcije je
48 3(Q*—16)

T/(Q>:3_@: Q2

172



3.11 Primjena diferencijalnog racuna u ekonomiji

koja je jednaka nuli na intervalu (0, +00) samo za @ = 4, tj. Q = 4 je stacionarna
— 96
tacka. Kako je drugi izvod T Q) = o pozitivan za sve @@ > 0, to znaci da je
prosjecni trosak minimalan na nivou proizvodnje ) = 4 i ta minimlna vrijednost
je Tmin =T (4) = 25 (9).
b) Granicni troskovi su GT (Q) = T'(Q) = 6Q + 1 i oni treba da su jednaki
prosjecnim troskovima, tj.
48
6Q+1=3Q+1+ —,
Q
odakle se dobije
Q*=16 = Q=4,
§to je isti nivo proizvodnje na kome se ostvaruju i minimalni prosjec¢ni troskovi.
Pokazat ¢emo uskoro da ovo nije slu¢ajno, nego da vrijedi opcenito.
c) Graf funkcije grani¢nih troskova je linearna funkcija koja se jednostavno
graficki predstavlja pravom. Primijetimo da je za prosjecne troskove (v. pod a))

3(Q? - 16)
= T
za 0 < @ < 4, dok je T (Q) > 0 za Q > 4. Dakle, funkcija prosjecnih trogkova

je opadajuta za 0 < ) < 4, a rastuca za ) > 4 i ima lokalni minimum u Q = 4.
Grafici obiju funkcija su dati na Slici K5. &

=/

T (Q) <0

$ 100"
80
60
40 1

20




3. Diferencijalni racun funkcija jedne varijable

Navedimo sada (s dokazom) spomenuti opéeniti rezultat o vezi izmedu pros-
jecnih i grani¢nih trogkova u sluc¢aju kad su prosjec¢ni troskovi minimalni.

Teorem 3.15 Prosjetni troskovi jednaki su graniénim troskovima ako su prosjecni
troskovi minimalnsi.

Dokaz. Prema Teoremu 3.9 potreban uvjet egzistencije lokalnog ekstrema u nekoj
vrijednosti neovisne varijable neke funkcije je da je izvod funkcije jednak nuli u
toj vrijednosti neovisne varijable. Ako su prosje¢ni trogkovi minimalni, znaéi da
postoji nivo proizvodnje @* na kojem je T (Q*) = T'min, pa iz potrebnog uvjeta za

egzistenciju ekstrema slijedi T (Q*) = ;lz; (Q*) = 0, odnosno
dT
_ Q ——-T-1
7@ - 55 @) = 15 (T52) @)= | L — | @) -0
Odavde je
dT o
(@5 -T) @) =0
.
QT-T'(Q")=T(Q"),
pa je
sy L(QF)

a §to znaci da je
GT(Q") =T(Q)
upravo na nivou proizvodnje = Q* na kojem su prosjecni troskovi minimalni. m

Motivirani prethodnim teoremom mozemo do¢i do zanimljive veze izmedu pros-
jecnih i grani¢nih trogkova. Naime, ako je GT (Q) < T (Q), tada je

Q<TG @ TQ <T@,
pa imamo /
T CT@-TQ

QQ

sto znaci da je funkcija prosjecnih trogkova T (Q) opadajuéa.
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Poglavlje 4

Diferencijalni rac¢un funkcija
dvije i viSe varijabli

4.1 Funkcije dvije i viSe varijabli - osnovni pojmovi

Do sada smo imali priliku da izu¢avamo realne funkcije jedne varijable. Medutim,
poznato je da u mnogim prakti¢nim situacijama vrijednost jedne veli¢ine moze
ovisiti o vrijednostima druge dvije ili vise drugih veli¢ina. Na primjer, potraznja
maslaca moze ovisiti o cijeni maslaca i o cijeni margarina. Sli¢no, koli¢ina proizvod-
nje nekog outputa iz neke tvornice moze ovisiti o ulozenom kapitalu i o ulozenom
radu. Na taj nacin, veli¢ina koja ovisi o druge dvije veli¢ine je funkcija dvije va-
rijable. U skladu s opé¢enitom definicijom funkcije, Definicijom 2.1, mozemo dati
preciznu definiciju realne funkcije dvije i vige varijabli.

Definicija 4.1 Za funkciju f : A — B, pri cemu su A i B neprazni skupovi,
kazemo da je realna funkcija dvije varijable ako je A C R? i B C R, odnosno
da je realna funkcija n varijabli ako je A CR" i B C R.

U slucaju kad je f : A — B realna funkcija dvije varijable, tada se, prema
odredenom zakonu f, svakom uredenom paru (z,y) € A pridruzuje ta¢no jedan
realan broj z = f (x,y), a u slucaju kad je f : A — B realna funkcija n varijabli,
tada se svakoj uredenoj n-torci (1,2, ...,z,) € A pridruzuje tacno jedan realan
broj z = f (1,22, ..., Ty).

Predmet izuc¢avanja ovog poglavlja ¢e biti uglavnom realne funkcije dvije varijable,
ali ¢emo navesti i osnovne pojmove opéenito vezane za realne funkcije n varijabli.
Sli¢no kao kod realne funkcije jedne varijable i ovdje pod domenom ili definicionim
podrucjem realne funkcije vige varijabli podrazumijevamo skup D (f) C A svih
uredenih n-torki (z1,x2,...,z,) € A za koje je z = f (x1,x2, ..., z,) € R.
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4. Diferencijalni racun funkcija dvije i vige varijabli

2zy% + Tz

Primjer 4.1 Data je funkcija f (x,y) = 3
— 9y

a) Odrediti definiciono podrucje od f.
b) Izratunati f (—1,2) i f(4,0).

22y% + Tx
T — 3y
x
nije nula, tj. ako je x — 3y # 0, odnosno y # 3 Dakle,

Rjesenge. a) Ocito je da ¢e izraz biti definiran samo ako mu nazivnik

D(f)={@y eR|y#3}.

—1)-22 —
b) 7 (-1,2) = 2ELEHTED D

2-4.024+7-4 28

Fa0=""go =3~ *

U ekonomskoj praksi vrlo ¢esto koristena funkcija dvije varijable je tzv. Cobb-
Douglasova funkcija proizvodnje, kojom se izrazava ovisnost koli¢ine outputa
Q iz odredene tvornice o ulozenom kapitalu K i ulozenom radu L u obliku

Q(K,L) = AK“L™,

gdje su A i « pozitivne konstante i 0 < a < 1. Kasnije ¢emo objasniti ekonomski
smisao parametra « (kad bude rijeci o tzv. koeficijentu parcijalne elasti¢nosti).

Primjer 4.2 Pretpostavimo da je u odredenoj tvornici koli¢ina proizvoda ) neko
outputa data u obliku Cobb-Douglasove funkcije proizvodnje Q (K, L) = 50K3L5
jedinica, gdje je K uloZeni kapital izraZen u jedinicama od 10008, a L uloZeni rad
1zraZen u radnim satima.

a) Izratunati kolicinu outputa ako je za njenu proizvodnju uloZen kapital u
vrijednosti 3430008, i utroseno 1000 radnih sati.

b) Pokazati da ¢e kolicina proizvoda outputa iz dijela a) biti udvostrucena ako
se udvostruce obje varijable: i ulozeni kapital i uloZeni rad.

Rjesenje. a) Uvrstavanjem vrijednosti K = 343 hiljade dolara i L = 1000,
dobijamo

Q (343,1000) = 50 - 3433 - 10003 = 50 - 7 - 100 = 35000
jedinica outputa.
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b) Uzimajué¢i K =2-3431 L = 21000, imamo

Q(2-343,2-1000) = 50(2-343)3 (2-1000)3
— 5025 .3435 .23 . 10005
1 2 1 2
— 92it3 50-343§~1000§]
= 20 (343,1000) = 2 - 35000
— 70000

jedinica outputa. Dakle, zaista je koli¢ina outputa udvostru¢ena kada je K = 2-343
i L =2-1000, tj. kad su obje varijable, K i L, udvostrucene. ¢

Kao i kod realne funkcije jedne varijable i u sluc¢aju realne funkcije dvije vari-
jable, ukoliko imamo njen analiticki izraz, moguce je funkciju graficki predstaviti u
pravouglom Descartesovom koordinatnom sistemu u trodimenzionalnom prostoru
kao skup

F(f):{(l‘,y,Z) | (l‘,y)ED(f)/\Z:f(l‘,y)},

koji nazivamo grafom funkcije f. Geometrijska predstava grafa funkcije dvije vari-
jable je povrs u prostoru. Na Slici FG1 predstavljen je graf funkcije z = f (z,y) =
2?2 4+ y? (8to predstavlja povrs u prostoru koju nazivamo paraboloidom).

Slika FG1
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Vazan pojam kod funkcija dvije varijable je nivo linija. Naime, ako je C' € R neka
konstanta, tada je nivo linija funkcije z = f (x,y) na nivou C kriva f (z,y) = C.
Nivo linije imaju veliku primjenu, posebno u ekonomiji. Ukoliko nam je @ (K, L) =
AK® L'~ Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje, onda nivo linija ove funkcije na
nivou C' ima oblik @ (K, L) = C, odnosno

AK*L'™ = C. (4.1)

Posljednja relacija (4.1) pokazuje odredenu kombinaciju vrijednosti varijabli K i
L koje treba uzeti da bi koli¢ina proizvodnje bila na nivou C. Dobijena nivo linija
(4.1) u ovom specijalnom slucaju se naziva krivom konstantne proizvodnje C, ili
jos jednostavnije, izokvantom.

U slucaju izokvante (4.1) jedna varijabla moze se eksplicitno izraziti pomoéu
one druge, to jest, recimo, varijabla K je funkcija od L:

1
[

K=K(L)=(CA™'L* )=, (4.2)

Primjer 4.3 Data je Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje Q (K, L) = 170K L1,
Odrediti kombinaciju uloZenog kapitala i uloZenog rada (K,L) za koju je nivo
proizvodnje 1700 jedinica outputa, a zatim kombinaciju (K, L) za koju ¢e nivo
proizvodnje biti dvostruko veti od zadanog. Sta se moZe reci o odgovarajutim izok-
vantama?

Rjesenje. Prema datim podacima imamo sljede¢u jednadzbu
1700 = 170K L1,

odakle je

U drugom sluc¢aju imamo
2.1700 = 170K 1 L1,

odakle je

104
Uocavamo da je izokvanta u drugom slucaju, koja odgovara vetem nivou proizvod-
nje, "iznad” izokvante u prvom slu¢aju, koja odgovara nivou proizvodnje na datom

nivou. &

Druga primjena nivo linija u ekonomiji ukljucuje koncept krivih indiferencije.
Naime, kriva indiferencije predstavlja krivu s osobinom da je potrosa¢ jednako
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a*U
Q3

Umax = —4 - (46.25)% + 370 - 46.25 + 1950 = 10506.25 .

tj. Q7 = 46.25. Maksimalna vrijednost funkcije korisnosti (zbog (Q7) = -8)

je

Ona se dostize ako potrosac kupi )7 = 46.25 jedinica prvog dobra i Q5 = 107.5
jedinica drugog dobra. Maksimalna vrijednost funkcije korisnosti moze se dobiti i
na sljedeéi nacin

Umax = U (QF,Q3) = (2-46.25 + 10) (107.5 — 5) = 10506.25 . &

Primjer 4.19 Date su funkcije ukupnih troskova i funkcije proizvodnje u ovisnosti
o ulozenom radu L i ulozenom kapitalu K :

T(L,K)=(L+K)*+10, Q(L,K)=KV2L.

Naci kombinaciju uloZenog rada i uloZenog kapitala uz koju se na nivou proizvodnje
Q = 8 ostvaruju minimalni troskovi. Koliki su ti minimalni troskovi?

Rjesenje. Treba, dakle, minimizirati funkciju ukupnih troskova T" uz ogranicenje
Kv2L =8.

2
Odavde je L = 5

e pa zamjenom u funkciji 7', imamo

32 2

dr 32 64

oo (4K (=1 =

i =2 (e ) (s 1) =0
zbog pozitivnosti veli¢ine K (u suprotnom zadatak ne bi imao ekonomskog smisla),
slijedi da je K = 4. Kako je

2T 64 2 32 192

Iz

d*T (4 192
dK(2 ) =12 256 > 0, pa zaista funkcija 7" ima minimum za K = 4 (i

L = 2). Minimalni troskovi iznose

Tmin =T (2,4) = (2+4)? +10 = 46. &
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4.7 Vezani ekstrem funkcija dvije varijable

4.7.2 Metod Lagrangeovih multiplikatora

Metod suspstitucije nije uvijek moguée uspjesno primijeniti. Takve situacije se
javljaju kada se iz ogranicenja (4.12) ne moze jednoznacno jedna varijabla pred-
staviti kao eksplicitna funkcija druge varijable ili kad imamo vezani ekstrem za
funkcije vise od dvije varijable. Zbog toga se mora pribjeé¢i rjesavanju problema
vezanog ekstrema na neki drugi nacin. Vrlo efikasan metod u tom slucaju je metod
Lagrangeovih multiplikatora (ili jednostavno Lagrangeov® metod). Taj je metod
univerzalan i moze se koristiti i u situacijama kada je moguce primijeniti i metod
supstitucije. Istaknimo da je uloga Lagrangeovog multiplikatora s vrijednostima
u stacionarnoj tacki bitna u ekonomiji, jer se moze posebno istaknuti tada njegov
ekonomski smisao.

Dakle, promatrajmo ponovo funkciju f (z,y) koju treba optimizirati (mak-
simizirati ili minimizirati) uz dodatni uvjet (4.12), tj

g(z,y) =0.

Prema definiciji totalnog diferencijala prvog reda funkcije dvije varijable, imamo

_of af
df = o dx + Gydy’

B dg Jg
0 = dg= O:Bd +8yd

Mnozenjem druge jednadzbe nekim (za sada neodredenim) realnim brojem A, a
zatim sabiranjem obiju jednadzbi, dobijamo

daf = ( f—i—)\a )dm+<g£+)\ay> dy. (4.14)

Da bismo odredili broj A, zahtijevajmo da je u tacki u kojoj se dostize vezani
ekstrem
of |

ay " 3y
Ako je M (z9,y0) tacka u kojoj se dostize taj vezani ekstrem funkcije f (z,y) uz
ogranicenje (4.12), tada prema teoremu o potrebnim uvjetima egzistencije lokalnog
ekstrema vrijedi

= 0. (4.15)

df

dx
odnosno df (zg,y0) = 0. Zbog toga i zbog (4.15), iz (4.14) slijedi da u tacki
M (x0,y0) vrijedi jednakost af

81: 630

3 Joseph-Louis Lagrange, francuski matematicar, 1736-1813.

(ZEOa yO) = 07

=0. (4.16)
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Poglavlje 5

Integralni racun

5.1 Neodredeni integral

5.1.1 Pojam neodredenog integrala

U Poglavlju 3 imali smo priliku vidjeti da se, recimo, grani¢ni troskovi odreduju
kao izvod funkcije ukupnih troskova, te smo na taj nac¢in mogli do¢i do infor-
macije o brzini promjene ukupnih troskova. Opéenito, kad nam je poznata neka
ekonomska funkcija y (z) odgovarajuéu graniénu funkciju Gy (z) odredujemo kao
izvod funkcije y (x) (vidjeti (3.16)). No, ponekad je u praksi vazno, polazeéi od
grani¢nih trogkova, do¢i do informacije o kretanju ukupnih troskova za odredene
nivoe proizvodnje. Sli¢no tome, ekonomisti, kada im je poznata brzina inflacije,
obic¢no Zele procijeniti buduce cijene. U opc¢em slucaju, ponekad zelimo kad nam
je poznata neka grani¢na funkcija Gy () da odredimo odgovaraju¢u ekonomsku
funkciju y (). Drugim rije¢ima, kad nam je poznat izvod neke funkcije kako odre-
diti samu funkciju? Treba, dakle, na¢i neku obrnutu operaciju od izvoda funkcije.
U tu svrhu uvedimo prvo pojam primitivne funkcije.

Definicija 5.1 Pretpostavimo da su funkcije f ¢ F' definirane na nekom intervalu
I C R ida je na tom intervalu funkcija F' diferencijabilna. Za funkciju F kaZemo
da je primitivna funkcija funkcije f ako za sve x € I vrijedi

1
Tako je funkcija F (z) = §x3+ 10z — 25 primitivna funkcija funkcije f (z) = 2 +10

na intervalu I = R, jer je

F'(z) = (;x3+10$—25)/:m2+10:f(x) (x € R).
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5. Integralni rac¢un

1
Takoder, funkcija F' (r) = ——— je primitivna funkcija funkcije
V1— 22
x
flx) =

(1—22)V1— a2

na intervalu I = (—1,1). Naime, za sve x € (—1,1) vrijedi

P = (i) = (0= = =)

BRI

Primijetimo da primitivna funkcija date funkcije f nije jedinstvena. Naime, funkcija
1
G(z)= gsn?’ + 102 4 20 je takoder primitivna funkcija funkcije f () = 22 + 10 na

intervalu I = R, buduéi da je
1 /
G (z) = <3:E3+10:c+20> =22 4+10=f(z) (z€R).
1

V1—22

na intervalu I = (—1,1), jer je

Takoder je i funkcija G () =
x
(1—22)V1—a?

+ 6 primitivna funkcija funkcije f(z) =

/ _ 1 /: x — x
Glz) = <\/1—x2+6> (1—22) /(1 -2 /o)

za sve x € (—1,1). Uocimo da je u prvom slucaju G (z) = F (z) 4+ 45, a u drugom

G (z) = F(x) 4+ 6. U oba slucaja smo dodali neku konstantu na funkciju F' (x).
Opcenito, ako je C neka proizvoljna konstanta, tada je

G'(z)=(F(2)+C) =F(2) +0=F'(z) = f(z).

Dakle, vrijedi opéi zakljucak: Ako je funkcija F (x) primitivna funkcija funkcije
f(z) na nekom intervalu I C R, tada je i funkcija G (x) = F(x) + C, gdje je
C' proizvoljna konstanta, takoder primitivna funkcija funkcije f(x) na intervalu
I C R, sto znaci da primitivnih funkcija date funkcije ima beskonaino mnogo.

S druge strane, ako su F'(x) i G (z) dvije razli¢ite primitivne funkcije funkcije
f (z) na nekom intervalu I C R, tada je

Fix)=f(z), G'(x)=f(x) (ze€l),
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5.1 Neodredeni integral

¢) Jednostavnom transformacijom brojnika podintegralne funkcije dati se inte-
gral svodi na zbir dva tabli¢na integrala:

/ x2 J /$2+1—1d / 22 +1 1 J
———axr = — s axr = — T
x24+1 x2+1 2+1 2241

1
= /1dx—/x2+1d:u:x—arctgx+0. &

Primjer primjene u ekonomiji

Primjena neodredenog integrala u ekonomiji je najcesc¢a u slu¢aju odredivanja
nepoznate ekonomske funkcije kada je poznata njena grani¢na funkcija, kao i u
Ovaj drugi slucaj (s koeficijentom elasti¢nosti) predstavit ¢emo u okviru primjene
diferencijalnih jednadzbi (u narednom poglavlju).

Kako je neodredeni integral obrnuta operacija od izvoda, onda na osnovu (3.16),
u op¢em slucaju vrijedi

ekonomska funkcija = [ (granic¢na funkcija). (5.2)

Specijalno je:

T<Q>:/T'<Q>dQ:/GT<Q>dQ, T<p>=/GT<p>dp,

P(Q)z/P’(Q)szfGP(Q)dQ P(p)z/GP@)dp,

D(Q)z/D'@)dQ:/GD(Q)dQ, D(p)z/GD(mdp.

Primjer 5.3 (Ukupni tro3kovi) Proizvoda¢ nekog artikla je ustanovio da su
granicni troskovi proizvodnje GT (Q) = 3Q? — 60Q + 500 dolara po jedinici artikla
kada se proizvede QQ jedinica artikla. Ukupni troskovi proizvodnje prve dvije jedinice
artikla iznose 9508. Koliki su ukupni troskovi proizvodngje prvih 5 jedinica artikla?

Rjesenje. Znamo da je funkcija grani¢nih troskova ustvari izvod funkcije ukup-
nih troskova, tj.

T (Q) = 3Q* — 60Q + 500,
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5. Integralni rac¢un

Rjesenje. Prema opisanom postupku, buduéi da imamo samo jednu moguénost
izbora za u i dv, dati integral izra¢unavamo na sljede¢i nacin:
u:ln$:>du:%d:x

/lnxdm B dv=dr=v=1

= xlnx/ajoldx:xlnx/ldx
x

= glhhex—z+C. &

U slucaju treteg i cetvrtog ntegrala iz (5.4) postupamo kao i u slucaju prvog
integrala iz te skupine.

Primjer 5.10 Izracunati integral /x sin xdx.
Rjesenje. Postupajuci kao u sluéaju integrala u Primjeru 5.8, imamo

. u=2x=du=dx
rsinxdr = .
dv = sinxdx = v = —cosx

= —xcosx—/(—cosa:)dx:—xcosx+/cosxdx
= —gcosz+sinz+C. &

Primjeri primjene u ekonomiji

Primjer 5.11 (Ukupna dobit) Zadana je funkcija grani¢nih troskova i funkcija
potraznje:

1
GT(Q) = (2Q +1)e? — o
gdje je p cijena, a @Q kolicina proizvodnje. Ako su ukupni troskovi po jedinici

proizvodnje 3, izvesti funkciju dobiti.

Rjesenje. Funkcija ukupne dobitije D (Q) = P (Q)—T (Q), tj. tazlika ukupnih
prihoda i ukupnih trogkova. Odredimo prvo funkciju ukupnih troskova. Kako je
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5.1 Neodredeni integral

GT (Q) =T'(Q), imamo (primjenom metoda parcijalne integracije)

1@ - [T@a- [|ea+ne- gl
= /(2Q+1)6QdQ—/QQsz/(2Q+1)eQdQ—Q__11

(53) | u=2Q + 1= du=2dQ

1
B /<2Q+1)6Qd@+ dv = e?dQ = v = e?

Q

— (2Q+1)e¢22/e¢?dcg+g2

= (2Q+1)eQ—2eQ+é+C.

1z pocetnog uvjeta 7' (1) = 3 slijedi
1 1, 1
3=(2-14+1)e —2e +I+C',
odakle je C' =2 — e, pa je funkcija ukupnih troskova
1
T(Q) = (2Q+1)6Q—26Q+§+2—e.

Iz funkcije potraznje dobije se da je

p=p(Q) =1-14Q,

te je funkcija ukupnih prihoda
P(Q)=Qp(Q)=Q(1-4Q) =Q —4Q*
Konaé¢no je funkcija ukupne dobiti
D@ = P@-T(Q=0Q-4"~ |(2Q+1)e?~22+ 5 +2-c

- Q—4Q2—(2Q+1)6Q+26Q—612—2+€. L

Primjer 5.12 (Radna efikasnost) Nakon t sati rada radnik u nekoj tvornici
ima brzinu promjene produktivnosti 100te=% jedinica nekog artikla po satu. Ko-
liko jedinica artikla moZe taj radnik proizvesti u prva 4 sata ako u prva 2 sata rada
proizvede 50e™! jedinica artikla?
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Poglavlje 6

Diferencijalne jednadzbe

6.1 Osnovni pojmovi
Ocigledno za funkciju y = v’ vrijedi da je njen izvod 3’ = 21‘6352, zbog Cega je
y —2zy = 0. (6.1)

Jednakost (6.1) vrijedi za sve x € (—00,+00) i ona predstavlja jednu relaciju ob-
lika F (x,y,y") = 0, tj. relaciju izmedu neovisne varijable x, funkcije y i njenog
izvoda g’. Naravno, mozemo razmatrati i obrnuti problem, tj. odrediti one funkcije
y =y (x) koje, zajedno sa svojim izvodom, zadovoljavaju relaciju (6.1) za sve vri-
jednosti neovisne varijable = iz odredenog (datog) intervala. Samim tim relaciju
(6.1) smatramo jednadzbom, koju ¢emo zvati diferencijalnom jednadzbom, s nepoz-
natom funkcijom y koju treba odrediti. No, u jednadzbi takvog tipa mogu se po-
javiti i izvodi (ili diferencijali) viseg reda. Zbog toga ¢emo navesti opéu definiciju
diferencijalne jednadzbe.

Definicija 6.1 Jednadzba oblika
F (xjyjy',--wy(”)) =0, (6.2)

gdje je F realna funkcija sa n+2 varijable (tj. F : R"*2 — R) i gdje je y nepoznata
unkcija koja se traZi, naziva se obi¢nom diferencijalnom jednadzbom n-to

ja koj 7 J g
reda.

Termin ”obi¢na” je zbog ¢injenice da postoje i tzv. parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe, odnosno jednadzbe s nepoznatom funkcijom vise od jedne varijable i s
njenim parcijalnim izvodima. Ovdje ¢e biti razmatrane samo obi¢ne diferencijalne
jednadzbe i ubuduce ¢emo rije¢ ”obi¢na’” izostavljati.
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6. Diferencijalne jednadzbe

Takoder, uo¢imo da je red diferencijalne jednadzbe jednak redu najviseg izvoda
nepoznate funkcije koji figurira u jednadzbi. Tako je

y" —2zy" + (sinx + 1)y = cosx
diferencijalna jednadzba treteg reda, dok je
(m2 — 1) y" — 2xy = xe”
diferencijalna jednadzba drugog reda.

Definicija 6.2 Svaka funkcija y = y (x) koja zadovoljava jednadzbu (6.2), tj. da
je
F(2.y@),y @),y (@) =0,

naziva se rjefenjem ili integralom te diferencijalne jednadzbe.

Vrlo ¢esto se pri rjesavanju neke diferencijalne jednadzbe ne dobije eksplicitni oblik
nepoznate funkcije, nego implicitni, npr. G (x,y) = 0. Obi¢no se i takvo rjesenje
naziva integralom ili integralnom krivom diferencijalne jednadzbe.

Buduéi da u diferencijalnoj jednadzbi n-tog reda treba izvrgiti n puta integri-
ranje, dobijeno rjesenje ¢e ovisiti ne samo o neovisnoj verijabli, nego i o n konstanti,
C4, ..., Cy, tj. bit ée funkcija oblika y = ¢ (z, C1, ..., Cy,). Takvo ¢emo rjesenje zvati
optim rjeSenjem diferencijalne jednadzbe. Dodijelimo li svim tim konstantama
odredene vrijednosti, dobit ¢emo jedno posebno rjesenje diferencijalne jednadzbe,
koje nazivamo partikularnim rjesenjem ili partikularnim integralom te jednadzbe.
Ako iz dobijenog opéeg rjesenja zelimo odrediti partikularno rjesenje, neophodno
je jednadzbi pridodati uvjete:

Y (20) = 10,y (20) = yhs s y™ (o) = ",

pri ¢emu brojeve yo, yj, ---, y(()n) nazivamo pocetnim uuvjetima.
U sluc¢aju diferencijalne jednadzbe prvog reda opée rjesenje je oblika y = ¢ (z,C),
sto predstavlja jednoparametarsku familiju funkcija (krivih), dok za C' = a se
dobije jedna funkcija (partikularni integral), odnosno jedna kriva (partikularna
kriva) iz te familije.

Ovdje ¢e biti predstavljena samo tri tipa diferencijalne jednadzbe prvog reda:
diferencijalna jednadzba u kojoj je moguce izvrsiti razdvajanje varijabli, linearna
diferencijalna jednadzba i Bernoullijeva diferencijalna jednadzba.
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6.1 Osnovni pojmovi

6.1.1 Metod razdvajanja varijabli

Ovaj metod podrazumijeva da se u datoj diferencijalnoj jednadzbi, ako je to uopce
moguce izvesti, varijable x i y i njihovi diferencijali odvoje i to tako, §to je najlakse,
da jedna varijabla i njen diferencijal egzistiraju (recimo) samo na lijevoj strani
znaka jednakosti, a druga varijabla i njen diferencijal samo na desnoj strani.
Pretpostavimo da datu diferencijalnu jednadzbu prvog reda mozemo svesti na
oblik
F(z)G(y)de+ H (z) K (y) dy = 0. (6.3)

Odavde je (prvo napravimo razdvajanje diferencijala dz i dy)
F(z)G(y) de = —H (z) K (y) dy,

a nakon dijeljenja s H (z) 1 G (y) (uz uvjete H (z) # 01 G (y) # 0) imamo

7@~ Gy

Fl), K@)

Sada smo izvrsili potpuno razdvajanje varijabli i mozemo pristupiti integriranju
obje strane ove jednakosti, nakon ¢ega dobijamo opé¢i integral date jednadzbe:

F), _ [KQ@)
/Hm“: /G@@+a

odnosno, ako je f(z) = /fl((g dx ig(z) = /g((z))dy,

fl@)+g@) =C.
Primjer 6.1 Data je diferencijalna jednadzba
(z —2) ydx — 322 (y + 2) dy = 0.

a) Odrediti opée rjesenje ove jednadzbe.
b) Nati ono rjesenje date jednadzbe za koje je y (1) = 1.

Rjesenje. a) Data jednadzba je oblika (6.3), pa se moze izvrsiti razdvajanje
varijabli. Naime, imamo

(z —2)ydx = 322 (y + 2) dy,

odnosno 5 +9
:U2 dx:3Ldy (x #0,y #0).
x Yy
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6. Diferencijalne jednadzbe

to je

opce rjesenje date jednadzbe. &

6.2 Primjena diferencijalnih jednadzbi u ekonomiji

Pokazimo prvo kako se metod razdvajanja varijabli u diferencijalnoj jednadzbi
prvog reda moze primijeniti u ekonomiji. Ranije smo vidjeli da je mjera sposobnosti
ekonomske veli¢ine y da reagira na promjenu druge ekonomske veli¢ine z iskazana
koeficijentom elasti¢nosti £, .. No, ¢esto nam je potrebno rijesiti obrnut problem,
tj. kad je poznat koeficijent elasti¢nosti F, , (x) = f (x) neke funkcije y = y (x),
treba odrediti tu funkciju. Koriste¢i Marshallovu formulu (3.20), tj.

B.=2.%
y dx
imamo J
T4y _
=@,

§to je diferencijalna jednadzba prvog reda u kojoj je moguce razdvojiti varijable
na sljedeéi nacin

d x

W _ I )dx.

Y x
Primjenom integrala na obje strane posljednje jednakosti, dobijemo

In |y| :/ff:)dx—i—ln\C\.

e [
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Poglavlje 7

Diskretni dinamicki modeli

Kako smo napomenuli u prethodnom poglavlju, diskretni dinamicki modeli opisuju
pojave ili procese preko diskretne neovisne varijable, recimo vremenske varijable
t, koja prolazi nekim podskupom cijelih brojeva. Ove su situacije mnogo Ceste
u stvarnosti, jer nas obi¢no zanima stanje neke veli¢ine u odredenim vremenskim
intervalima (danima, sedmicama, mjesecima, kvartalima, godinama i sl.). Ako je,
dakle, neovisna diskretna varijabla vrijeme ¢, onda se odgovarajuca funkcija koja
ovisi o t, oznacava sa x (t) ili 2y, mada je najvise u upotrebi oznaka z,, gdje n
oznacava redni broj vremenskog intervala. Na taj nacin diskretni dinamicki model
biva predstavljen nekom relacijom (jednadzbom) u kojoj se kao nepoznanica javlja
niz x,. Te jednadzbe se nazivaju diferentnim jednadzbama. Zbog toga je prvo
neophodno upoznati se s osnovnim pojmovima vezanim za diferentne jednadzbe,
a nakon toga preé¢i na proucavanje njihove primjene u ekonomiji.

7.1 Diferentne jednadzbe prvog reda
Definicija 7.1 Jednadzba oblika

Tyl = [ (xn), n=0,1,.. (7.1)

gdje je f : I — I (I interval realnih brojeva), se naziva diferentnom jednadzbom
prvog reda.

Zasto se jednadzba (7.1) naziva bas diferentnom jednadzbom? Otkuda je dobila
taj naziv? Naime, diferentne jednadzbe su intenzivno proucavane kao diskretni
analogoni diferencijalnih jednadzbi

/

' =g(z), xz(to) = xo.
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7. Diskretni dinamiéki modeli

Ukoliko izvod 2’ (t) aproksimiramo koli¢nikom

z(t+ h) — x(t)
h )
za dovoljno malo h, i stavimo

tn =to+nh, xz(tp) =xn, Axy=Tpi1 — Ty,

dobijamo
Az, = hg(zy,).

Dakle, aproksimacijom izvoda diferencijalnih jednadzbi, a $to je moguce uéiniti na
vise nacina, dolazimo do novih oblika jednadzbi koje zapravo nazivamo diferentnim
jednadzbama.

Rjesenje jednadzbe (7.1) je svaki niz {xy, } -, koji zadovoljava jednadzbu (7.1)
zasven = 0,1, .... Zaneke klase diferentnih jednadzbi, prije svega za neke linearne,
moguce je do¢i do opceg rjesenja. Medutim, u opcenitom sluc¢aju to je vrlo tesko
postici. Teorija diferentnih jednadzbi je u ovom trenutku na pocetku svog razvitka,
tako da je jako malo klasa diferentnih jednadzbi, c¢ak i prvog reda, koje se mogu
efikasno rijesiti. Zbog toga ¢emo se u ovom poglavlju posvetiti problemu rjesa-
vanja linearnih diferentnih jednadzbi, te njihovoj primjeni u praksi. Takoder, bice
rijec¢i o dinamici pojedinih diferentnih jednadzbi. Dinamika diferentne jednadzbe
vrlo Cesto je vrlo komplicirana. Tako je, za razliku od diferencijalnih jednadzbi,
moguce haoti¢no ponasanje rjesenja ¢ak i u slucaju diferentnih jednadzbi prvog
reda (npr. slu¢aj Riccatijeve ili logisticke diferentne jednadzbe). Kod diferencijal-
nih jednadzbi to je moguce tek u slucéaju kad su one treteg reda. Jednostavnosti
radi, mi ¢emo se baviti prouc¢avanjem samo nekih najjednostavnijih oblika linearnih
diferentnih jednadzbi.

7.1.1 Linearne jednadzbe prvog reda

Definicija 7.2 Jednadzba oblika
Tn+l = anxn+bn7 n= 071727"'7 (72)

gdje su {an} @ {bn} poznati nizovi realnih brojeva, naziva se linearnom dife-
rentnom jednadzbom prvog reda.

U slutaju kada je b, =0 (n =0,1,...), jednadzba (7.2) se naziva homogenom,
dok se inace, to jest kada je b, # 0 za bar jedno n € {0,1,2,...}, jednadzba (7.2)
naziva nehomogenom.
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7.1 Diferentne jednadzbe prvog reda

Uoc¢imo da se u jednadzbi (7.2) moze opcenito smatrati da indeks n polazi od
nekog fiksnog prirodnog broja ng > 1 . Medutim, smjenom z,,_,, = %, taj slucaj
svodimo na slucaj jednadzbe (7.2).

Obicno se jednadzbi (7.2) dodaje takozvani uvjet pocetnih vrijednosti

T = Q. (7.3)

Diferentna jednadzba (7.2), zajedno s pocetnim uvjetom (7.3), ¢ini tzv. problem
pocetnih vrijednosti (skr. PPV).

Moguce su izvjesne modifikacije jednadzbe (7.2) u ovisnosti o tome da li su
nizovi {a,} i {b,} konstantni ili ne:

Tptl = GpTy +b, n=0,1,2,.., (7.4)

Tpy1 =0Ty +by, n=0,1,2,..,

Tpt1 =ary, +b, n=0,1,2,.., (7.6)
pri ¢emu su a € R\ {0} i b € R poznate konstante.

Rjesavanje homogene jednadzbe
Razmotrimo prvo slu¢aj homogene linearne jednadzbe prvog reda:
Tptl = QpTpn, n=0,1,2,... . (7.7)

Rjesenje ove jednadzbe se moze jednostavno dobiti iteriranjem:

Ipn = An—1Tp—-1 = Gp-1 (an—an—2) = An—10n—2 (an—3xn—3) = .=
n—1
= ap—-10p—92...A0T0 — Hai xo-.
=0

Dakle, opce rjesenje jednadzbe (7.7) je dato sa

n—1
Tp = (Hai) C, (7.8)
i=0
gdje je C proizvoljna konstanta, dok odgovarajuée rjesenje PPV ima oblik

n—1
Ty = (Hai) . (7.9)

Specijalno, ako je a; = a za sve i € {0,1,...,n — 1}, tada to rjesenje ima oblik

Tn = a"xo. (7.10)
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7. Diskretni dinamiéki modeli

Primjer 7.1 Jednadzba
Tn+l =3Tn, n=0,1,2 ..

ma opce riesenje
r, =C 3",
gdje je C proizvoljna konstanta. Odgovarajuce rjesenje PPV je

T, = o - 3"
Primjecujemo da je svako rjesenje neograniceno. &
Primjer 7.2 Jednadzba
3n+1

Tt = gt =0, m=0,1,2,.

ima opce rjesenje (prema (7.8))

(VI
Ty = CiHO3i+7
1 4 7 10 3n—8 3n—5 3n-—2
710 13 16 7 3n—2 3n+1 3n+4
4C
(Bn+1)(3n+4)’

(C' - proizvoljna konstanta), iz ¢ega se da zakljutiti da x, — 0 (n — o). &

Nehomogena linearna jednadzba

Razmatrajmo sada sluc¢aj nehomogene linearne diferentne jednadzbe prvog reda
u najopcenitijem obliku (7.2). Jedinstveno rjesenje ove jednadzbe moze se naéi
takoder jednostavnim iteriranjem i primjenom matematicke indukcije. Naime,

r1 = apTo + bo,

a1xy + by = a; (apxo + bo) + b1 = arapzo + a1bo + b1,
asxy + by = ag (a1apxo + a1bg + by) + be =

= asgaia0xg + aza1bg + azb1 + ba,

Z2

T3
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7.1 Diferentne jednadzbe prvog reda

7.1.2 Primjene diferentnih jednadzbi prvog reda u ekonomiji

Razmatracemo neke slucajeve iz prakse koji se mogu matematicki modelirati, pri
¢emu su ti modeli linearne diferentne jednadzbe prvog reda.

Primjena diferentnih jednadzbi u ekonomiji je vrlo rasprostranjena, jer se mnogi
ekonomski procesi mogu modelirati u obliku diferentnih jednadzbi. Svakako je

-----

su: rast nacionalnog dohotka, model paukove mreze (cobweb model) i tome sli¢no.

Obrac¢un kamate

Ovdje ¢emo razmotriti nekoliko slucajeva obracuna kamate na ulozena sredstva,
pri ¢emu se podrazumijeva da se kamata obrac¢unava na zateceni iznos na kraju
obrac¢unskog perioda, a da se eventualna ulaganja izvode iskljuc¢ivo ili na pocetku
ili na kraju obracunskog perioda.

Slucéaj 1 Pretpostavimo da se na pocetku jednog obracunskog perioda u banku
uloZio iznos movca I. Postavlja se pitanje: koje ce stanje movca biti na kraju
n-tog obratunskog perioda ako se na kraju svakog obracunskog perioda zaracunava
kamata po stopir (u decimalnom obliku kao r = 1%0, gdje je p% kamatna stopa u
procentima)?

Oznacimo sa I, stanje racuna na kraju n-tog perioda (tako da je Ip = I). Na
kraju (n + 1)-vog perioda ovo stanje ¢e biti uveéano za obracunatu kamatu na taj
iznos, tj. za iznos rl,. Dakle, vrijedi

Iy = I +rly,

odnosno
Inyi=0Q+4r)I,, n=012,... (7.18)

Ocito je (7.18) homogena diferentna jednadzba prvog reda oblika (7.7), ¢ije je
rjesenje dato sa (7.10), pri ¢emu je a = 1 + r, odnosno

ILn=0+7r)"Ip=(1+r"1I, (7.19)
a to i predstavlja trazeno stanje ra¢una na kraju n-tog obracunskog perioda.

Primjer 7.5 Odrediti broj godina potrebnih da se odredena suma novca ulozena u
banku udvostruci, ako se na nju primjenjuje ukamacivanje na kraju svake godine
na zateteni iznos novca s kamatnom stopom od 2% godisnje.
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7. Diskretni dinamiéki modeli

Rjesenje. Oznacimo li sa I, iznos novca na kraju n-te godine, vidimo da je on
rjesenje diferentne jednadzbe

Intvi=1+7r)I,,
gdje je r = 0,02 kamatna stopa. Prema (7.19) imamo
I, = (1 + T)n 1o,

gdje je Iy iznos uloZene sume novca. Prema uvjetima zadatka imamo I,, = 21y, pa
vrijedi
log 2 log 2

= = = 35.0027.
log(1+7) log(1+ 12@)

21y = (1+T)nfo =>"n

Dakle, za 35 godina ¢e se suma novca, uz navedene uvjete, udvostruciti. &

Slucaj 2 Pretpostavimo da se konstantna suma novca R deponuje na kraju svakog
obratunskog perioda u nekoj banci, pri cemu Sse na zateteni iznos primjenjuje
obracun kamate na kraju svakog obratunskog perioda sa stopom r. Ponovo nas
zanima isto pitanje: koje je stanje racuna na kraju n-tog obracunskog perioda?

Ocito je da je stanje racuna na kraju (n + 1)-og obra¢unskog perioda jednak
zbiru iznosa novca stanja racuna na kraju n-tog perioda, kamate obracunate na
taj iznos po stopi r i novca u iznosu R koji se uplacuje za svaki obrac¢unski period,
tj.

Inyw=014r)I,+R, n=0,1,2,.., (7.20)
gdje je Ip = 0. Rjesenje ove diferentne jednadzbe je
1 "1
I, = it ity (7.21)

r

Slucéaj 3 Razmotrimo sada situaciju slicnu prethodnom slucaju, samo §to temo
pretpostaviti da se konstantna suma novca R deponuje na pocetku svakog obracun-
skog perioda.

Naime, i ovdje se dobije ista diferentna jednadzba, tj. (7.20), s tim da ovdje
pocetni ulog Iy nije 0, nego je Iy = R. Prema formuli (7.14), za Iy = R,a =
1+r,b= R, imamo

I = (Io—l—(ll%m>(l+r)n+1—(irf’)
- <R+f)(1+7“)”—f’
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7.1 Diferentne jednadzbe prvog reda

odnosno
(147" -1
" .

I,=R (7.22)
Slucéaj 4 Pretpostavimo da je na pocetku prvog obracunskog perioda deponovano
novca u 1znosu I u nekoj banci @ pretpostavimo da se konstantna suma novca R de-
ponuje na kraju svakog obracunskog perioda. Ako se na zateceni iznos primjenjuje
obracun kamate na kraju svakog obracunskog perioda sa stopom r, koje ce stanje
racuna biti na kraju n-tog obracunskog perioda?.

Kao i u prethodna dva slu¢aja imamo istu diferentnu jednadzbu (7.20), pri
¢emu je Ip = I. Prema formuli (7.14), za Iy = I,a = 1+ r,b = R, imamo

R R
IL,=Ip—— | (1 .
(0 1—(1+r)>( +7) T
odnosno
R R
L=I+—)(1 "= 7.23
(14 ) aenr-1 (7.23)
Amortizacija

Amortizacija je proces kojim se otpla¢uje odredeni zajam putem niza periodi¢nih
rata, pri ¢emu svaka od njih sadrzi i dio otplate osnovnog duga (glavnice) i dio
kamate koja se zaracunava na neotplaceni dio duga za svaki vremenski period
posebno. Pretpostavljamo, dakle, da je u pitanju obracun kamate na zateceni
iznos, koji se primjenjuje po stopi 7 za svaki vremenski period otplate ukupnog
duga. Sa p, ozna¢imo neotplaceni dio duga nakon n-te uplate g, (dakle, uplate u
opéem slucaju ne moraju biti jednake).

Formulacija naseg modela ovdje je bazirana na ¢injenici da je neotplaéeni dio
duga pp11, nakon (n + 1)-ve rate otplate duga, jednak zbiru neotplacenog dijela
duga p, nakon n-te rate otplate duga i kamate rp,, obracunate u toku (n + 1)-og
perioda, umanjenog za ratu g,. Dakle,

pn+1:pn""rpn_gn:(l"i_r)pn_gnv n:O,l,...

Prema (7.15), imamo

i
L

pn=1+7)"po— 1+ g
0

o~
I
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7. Diskretni dinamiéki modeli

U praksi, rata otpla¢ivanja duga g, je konstantna i, recimo, jednaka G. Zamjenom
u posljednjoj jednakosti, dobija se

n—1
pn = (L) "po—(1+7)"GY (14"
k=0
= (1+7)"po—[(1+7)" —1] <f> . (7.24)

Ako zelimo zajam otplatiti u ta¢no n rata, postavlja se pitanje kolika ¢e biti rata
otplate duga? Naravno, tada je p, = 0, pa zamjenom u (7.24), imamo

G = po [1_(1:””] : (7.25)

Primjer 7.6 Napraviti amortizacioni plan po principu mjesecne otplate zajma od
1008 uz kamatnu stopu od 5% mjesetno. Amortizacioni plan treba da sadri:
mjesec (odnosno broj rate), neplaéeni dio glavnice pocetkom mgjeseca, iznos rate
otplate duga na kraju mjeseca (anuitet), strukturu anuiteta, koja podrazumijeva
iznos kamate obratunate na neplateni dio duga na kraju obracunskog perioda (tj.
mjeseca) i dio otplate glavnice. Plan praviti prema pretpostavci da ¢e zajam biti
otplacen u pet rata.

Rjesenje. lzra¢unajmo prvo iznos mjesecne rate otplate duga (anuiteta). Uzi-
)
majuéi da je pp = 100$ i r = 5% = 100" iz (7.25) dobijamo
5

G =100 100 = 23,00748(8) ~ 23,10($).
1— (14 35)

Tabela 7.1 Amortizacioni plan

. Neplaee{u . Kamata od 5% Otpla%ta
Mjesec dio glavnice | Anuitet . . glavnice
A (dio anuiteta) .

poc. mj. (dio an.)

1 100, 00$% 23,10% 5,009 18,10%

2 81,90 23,10 4,10 19,00

3 62,90 23,10 3,14 19,96

4 42,94 23,10 2,15 20,95

5 21,99 23,10 1,10 22,00

6 0,00

Ukupno: 115,50% 15,49% 100,01$
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